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ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ ФУНКЦИЙ ЛИНЕЙНОЙ ВЯЗКОУПРУГОЙ 
ПОДАТЛИВОСТИ И РЕЛАКСАЦИИ ПОЛИМЕРОВ В ОДНОМ 

ИСПЫТАНИИ НА РАСТЯЖЕНИЕ1

R. T. S. Freire, S. G. Nunes, S. C. Amico, N. J. Al-Ramahi, R. Joffe, and J. Varna*

ON DETERMINATION OF THE LINEAR VISCOELASTIC COMPLIANCE 
AND RELAXATION FUNCTIONS FOR POLYMERS IN ONE TENSILE TEST

Keywords: linear viscoelasticity, relaxation, Laplace transforms, 
FEM, quasi-elastic method

Usually, the viscoelastic (VE) response of polymers for applications 
in composites is obtained in uniaxial strain- or stress-controlled tests. 
However, analyzing multimaterial structures by the Finite Element 
Method (FEM) or by other numerical or analytical tools, a material 
model in terms of a complete set of compliance functions and/or 
relaxation functions is required. In this paper, a methodology and 
exact analytical expressions for calculating the whole set of VE 
functions is presented based on the relaxation modulus E t� �  and 
Poisson’s ratio � t� �  determined in strain-controlled tests. The method 
is based on Laplace transforms, where an exact inversion is possible 
if a linear VE model with functions in Prony series is used. Results 
of the analytical model are compared with the FEM simulation, where 
specific boundary conditions to determine each particular VE function 
are used. Finally, the applicability of the so called quasi-elastic method 
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is investigated, where the expressions of elasticity theory are used 
to calculate a given viscoelastic function at an instant of time tk  using 
the instant values of E tk� �  and � tk� � . For isotropic materials, the 
three approaches render almost coinciding results.

Ключевые слова: вязкоупругость линейная, релаксация, пре­
образования Лапласа, МКЭ, метод квазиупругий

Вязкоупругий отклик полимеров для применений в композитах 
определяют обычно путем испытаний с контролируемой одно­
осной деформацией или напряжением. Однако при анализе 
конструкций из нескольких материалов методом конечных эле-
ментов (МКЭ) или других численных или аналитических инстру-
ментов необходима модель материала с полным набором функ­
ций податливости и/или функций релаксации. В настоящей 
работе представлена методика и точные аналитические выра-
жения для расчета всего набора вязкоупругих функций на осно-
ве модуля релаксации и коэффициента Пуассона, определенных 
в испытаниях с контролируемой деформацией. Метод основан 
на преобразованиях Лапласа, когда возможно точное обратное 
преобразование при использовании линейной вязкоупругой 
модели с функциями в рядах Прони. Результаты аналитической 
модели сравнили с результатами моделирований МКЭ, в которых 
использовали конкретные граничные условия для определения 
каждой конкретной вязкоупругой функции. Исследовали приме-
нимость так называемого квазиупругого метода, в котором для 
вычисления заданной вязкоупругой функции в момент времени 
tk  по мгновенным значениям E tk� �  и � tk� �  использовали вы-
ражения теории упругости. Для изотропных материалов эти три 
подхода дали почти совпадающие результаты.

Введение

Использование полимеров и полимерных композитов в разных областях 
применения постоянно возрастает, особенно с акцентом на расширение 
области применения для жестких условий эксплуатации, например, при 
повышенных температурах, а также при разработке новых многомасштаб-
ных материалов [1—6], в которых вязкоупругим поведением полимеров, 
зависящим от времени, пренебрегать нельзя. Наиболее типичными для 
определения линейных вязкоупругих характеристик изотропных матери-
алов являются испытания на одноосную релаксацию или ползучесть [3]. 
Например, в испытании на релаксацию за быстрым приложением дефор-
мации ε1  следует выдержка материала при этой деформации. Релаксацию 
напряжений и изменение поперечной деформации (к сожалению, ее из-
меряют нечасто) используют для определения вязкоупругого модуля E t� �  
и коэффициента Пуассона � t� � .
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Однако оценка вязкоупругих функций для композитов и моделирование 
сложных конструкций из нескольких материалов требуют моделей состо-
яния и численных процедур, которые используют разные, зависящие от 
времени, функции — матрицу функций податливости при ползучести 
S tij � �  и матрицу функций релаксации жесткости C tij � � . Теоретически 
эти функции определяют в испытаниях с конкретными граничными ус-
ловиями, которые очень сложно (иногда невозможно) реализовать. При-
мером может служить функция релаксации сдвигового напряжения G t� � , 
являющаяся информацией, вводимой в конечно-элементное программное 
обеспечение ANSYS [7]. Поэтому для пересчета необходимы точные вы-
ражения, заменяющие ненужное дополнительное испытание.

Для задач линейной вязкоупругости часто используют принцип соот-
ветствия, согласно которому после интегрального преобразования в об-
ласть Лапласа соотношения между напряжениями и деформациями будут 
такими же, как и в случае линейной упругости, и можно использовать 
методы и выражения, полученные в теории упругости [8, 9]. Проблема 
заключается в обратном преобразовании решения, полученного в области 
Лапласа, во временную область. Точное обратное преобразование во 
многих случаях невозможно или очень сложное, поэтому разрабатывают 
приближенные методы обратного преобразования. В [9] предложили два 
простых приближенных метода обратного преобразования (метод колло-
кации и прямой метод), которые будут точными, как предполагают, когда 
приложенные нагрузки или перемещения будут иметь форму ступенчатой 
функции Хевисайда, как в идеализированном испытании на ползучесть 
или релаксацию. Прямой метод, который проще метода коллокации, пред-
ставляет прямую зависимость между решениями в обеих областях. Для 
функции f t� �  с малой кривизной по осям lg t  зависимость с ее преобра-
зованием f p� �  выражена как f t pf

p t� � � �� �� �� /
, где � � 0 5, .

Численный метод вычисления нестационарных функций релаксации 
композитов применяли в [10, 11]. Предполагая, что усредненные функции 
можно представить в рядах Прони, соответствующую задачу теории 
упругости в области Лапласа решают численно для заранее заданных M  
значений параметра Лапласа p . Для этого необходимо выполнить 6M  
решений МКЭ для используемого представительного элемента объема 
(ПЭО). Затем применяют метод наименьших квадратов для подгонки 
численных результатов, таким образом определяя требуемые коэффици-
енты ряда Прони для гомогенизированного материала. Использование 
больших значений M  улучшает описание его поведения в области 
Лапласа. Однако точность решения во временной области может не по-
выситься. На самом деле решение во временной области зависит от по-
ведения преобразования в особых точках, поэтому на точность решения 
влияет выбор значений p . Решение не единственное. Оптимальный выбор 
алгоритмов обратного преобразования обсуждали в [11].
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В [10] времена релаксации для всех составляющих материала и их 
гомогенизированного поведения одинаковы. Это является приближени-
ем, поскольку времена релаксации гомогенизированного поведения, как 
правило, отличаются от времен релаксации составляющих [12]. Однако 
результаты [4] свидетельствуют о том, что такая процедура приводит к 
результатам, очень близким к получаемым при прямом вязкоупругом мо-
делировании МКЭ. Следует отметить, что существуют разные подходы к 
моделированию ползучести, всесторонний анализ которых можно найти 
в [13].

Цель настоящей работы — определение матричных функций релакса-
ции C tij � �  и податливости S tij � �  изотропного материала с известными 
вязкоупругими откликами E t� �  и � t� �  в испытании на релаксацию. Точ-
ное решение (коэффициенты ряда Прони для всех функций) можно найти 
с помощью аналитических выражений в области Лапласа. Эти выражения 
являются рациональными функциями, содержащими многочлены в зна-
менателях, и поэтому особые точки (имеющие действительные и отрица-
тельные значения) находят с помощью простой численной процедуры. 
Аналитическое точное обратное преобразование во временную область 
выполняли после представления рациональных функций в виде простых 
дробей. Смоделированные функции жесткости и податливости сравнили 
с вязкоупругими функциями, полученными при моделировании МКЭ 
ступенчато-линейного нагружения с граничными условиями, характер-
ными для каждой функции. Наконец, исследовали применимость так 
называемого квазиупругого метода, когда значение заданной вязкоупругой 
функции в фиксированный момент времени tk  вычисляли с использова-
нием упругих выражений с E tk� �  и � tk� �  в качестве входных данных.

1. Линейные вязкоупругие модели

1.1. Модель вязкоупругого отклика в испытаниях с контролируемой 
одноосной деформацией. Линейный вязкоупругий отклик изотропных ма-
териалов часто характеризуют приложенная ступенчато-линейная одноосная 
деформация �1 t� � , измеряемое напряжение �1 t� �  и поперечная деформация 
�2 t� � . Понимая, что для изотропных материалов можно опустить индексы 
вязкоупругих функций, решили сохранить их для упрощения объяснения 
разных случаев нагружения, используемых в МКЭ, и для идентификации 
измеренных или рассчитанных откликов. В используемой модели линейный 
вязкоупругий отклик описали интегралом суперпозиции Больцмана [9]

 � �
�
�

�1 0 1
1t E t d

d
dt� � � �� �� , (1)

 � � �
�
�

�2 0 12
1t t d

d
dt� � � � �� �� , (2)

где функции релаксации E t1 � �  и �12 t� �  определили следующим образом:
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 E t E E e
m

M
m

t
qm

1 1
0

1

1� � � �
�

�
�

�
�

�

�
�

� , (3)

 � � �12 12
0

1

12t e
m

M
m

t
qm� � � �

�

�
�

�
�

�

�
�

� . (4)

Коэффициенты Em1  и ν12
m  рядов Прони в уравнениях (3) и (4) — по-

стоянные, не зависящие от температуры, состояния старения или уровня 
деформации. Обычно времена релаксации qm  предполагают, поскольку 
они не имеют физического смысла.

В силу конечного количества членов, используемых в рядах Прони, 
подгоночный параметр E1

0  нельзя идентифицировать как резиноподобный 
модуль материала, поскольку он намного больше последнего и включает 
кроме него вклад всех непредусмотренных членов ряда Прони с q qM , 
которые в ограниченном диапазоне времени, используемом для опреде-
ления параметра, имеют почти постоянное значение.

Функция релаксации напряжений при t = 0  представляет собой мгно-
венный упругий отклик (модуль стекловидности). Уравнение (4) пред-
ставляет собой вязкоупругий “коэффициент Пуассона”, значение которо-
го при t = 0  — мгновенный отклик Пуассона:

 E E E
m

M m
1 1

0

1
10� � � �

�
� , (5)

 � � �12 12
0

1
120� � � �

�
�
m

M m . (6)

Для определения коэффициентов ряда Прони используют так называ-
емое релаксационное испытание, обычно состоящее из очень быстрого 
нагружения (L-шаг) до заданного уровня деформации ε0  с последующим 
удержанием постоянной деформации (H-шаг). Предполагая, что L-шаг 
намного короче H-шага, и игнорируя данные наблюдений на L-шаге и даже 
большее количество данных в начале H-шага, можно получить приближен-
ное описание релаксации, используя идеализацию о том, что деформация 
приложена как ступенчатая функция Хевисайда � �1 0 0� �� �H t . Согласно 
уравнениям (1), (2) отклик в идеализированном испытании имеет вид

 � �1 1 0t E t� � � � � , (7)

 � � �2 12 0t t� � � � � � . (8)

В отличие от предположения об идеализированном испытании время 
передачи данных t1  в реальном испытании не равно нулю, и уравнения (7) 
и (8) применимы только при t t 1 . Точные выражения для реального ис-
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пытания L—H с контролируемой деформацией можно получить из урав-
нений (1)—(4). На L-шаге образец линейно нагружают с постоянной 
скоростью деформирования, достигающей максимума ε0  за t1  с ( 0 1� �t t ) 
с вязкоупругим откликом

 � �1 0 1
0

1 1 1

1

1
1t E t

t t
E q e

m

M
m
m

t
qm� � � � �

�
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. (10)

На следующем H-шаге приложенная деформация постоянна, � �1 0� , в 
течение t*  с ( t t t t1 1� � � * ), и отклик имеет вид
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1 . (12)

В настоящей работе уравнения (9)—(12) использовали для определения 
коэффициентов ряда Прони путем подгонки экспериментальных данных 
�1 t� �  и �2 t� �  данных испытания L—H (см. кривую деформирования на 
рис. 1—а). Выражения (9)—(12) линейны относительно коэффициентов 
Em1  и ν12

m , времена релаксации qm  предполагают обычно равными 1, 10, 
100... с, поэтому аппроксимация методом наименьших квадратов не вы-
зывает затруднений. Дополнительное ограничение коэффициентов ряда 
Прони m M� �1 2, , ,  заключается в том, что все они имеют одинаковый 
знак.

Иногда данные о поперечных деформациях недоступны и необходимы 
дополнительные предположения. Наиболее распространенным является 
предположение о том, что поперечная деформация на Н-шаге постоянна, 
� �12 12 0t� � � � �  или что объемный модуль K  остается постоянным (не 
зависящим от времени). В последнем случае его значение можно найти из 
мгновенного отклика как

 K K
E

� � � � � �
� � �� �

0
0

3 1 2 0

1

12�
. (13)
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Этот особый случай, включенный в подпрограмму конечно-элементно-
го программного обеспечения ANSYS, использовали во всех численных 
примерах настоящей работы. Можно показать, что при K = const  отклик 
поперечной деформации �2 t� �  на приложенную деформацию �1 t� �  ана-
логичен отклику осевого напряжения

 � � �
�
�

�2 1 0 1
11

2

1

6
t t

K
E t d

d
dt� � � � � � � �� �� . (14)

Следовательно, коэффициенты ряда Прони для �12 t� �  можно найти из 
известных коэффициентов для E t1 � � :

 �12
0 1

0
1

2 6
� �

E
K

, �12 1

6

m
mE
K

� � , m � �1 2 3, , ,  (15)

1.2. Вязкоупругая трехмерная модель в формулировке деформации. 
Используя “векторное” обозначение Фойгта, отклик ортотропного мате-
риала по напряжению на наклонных участках нагружения с регулируемой 
деформацией определяют выражения

 � �
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t
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jt C t
d
d

d� � � �� �
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3

0
,  i j, , ,=1 2 3 , (16)
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kt C t d
d

d� � � �� ��0
,  k = 4 5 6, , , (17)
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Рис. 1. Испытание L—H для образца 7, нагруженного до деформации 0,5% со ско-
ростью деформирования 0,5%/мин при T =  30 °C: линейно-ступенчатое изменение 

деформации со временем (а); зависимость напряжения от времени (б).
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Времена релаксации для C tij � �  и E t1 � �  могут быть разными.
Д л я  и з о т р о п н ы х  м а т е р и а л о в  C t C t C t12 13 23� � � � � � � � , 

C t C t C t11 22 33� � � � � � � �  и C t C t C t44 55 66� � � � � � � � . Тогда поведение мате-
риала описывают функции C t C t11 12� � � �,  и C t66 � � .

1.3. Вязкоупругая трехмерная модель в формулировке напряжения. 
Подобные соотношения на основе симметрии использовали для S tij � � . 
Реакция по деформации на наклонных участках нагружения с контроли-
руемым напряжением определяют выражения

 � �
�
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�i
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t
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jt S t
d
d

d� � � �� �
�
��
1

3

0
, i j, , ,=1 2 3 , (19)

 � �
�
�

�k
t
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kt S t d
d

d� � � �� ��0 ,  k = 4 5 6, , , (20)

 S t S S eij ij
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m� � � �
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�
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���
�0

1

� ,  i j, , ,...,=1 2 6 . (21)

Времена релаксации для S tij � �  и E t1 � �  могут быть разными.
Д л я  и з о т р о п н ы х  м а т е р и а л о в  S t S t S t12 13 23� � � � � � � � , 

S t S t S t11 22 33� � � � � � � �  и S t S t S t44 55 66� � � � � � � � . Тогда поведение матери-
ала описывают функции S t S t11 12� � � �,  и S t66 � � .

1.4. Вязкоупругая двухмерная модель. Предполагая, как и в классической 
теории слоистых композитов для тонких слоев, что �3 0� , соотношения 
между напряжениями и деформациями упрощаются:

 � �
�

�
�i

j

t
ij

jt Q t
d
d
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�
��
1

2

0
  i j, ,=1 2 , (22)
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6t Q t d

d
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 Q t Q Q eij ij
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�
�

�
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�
�

�0

1

� , i j, , ,=1 2 6 , (24)

Времена релаксации θm  для Q tij � �  и qm  для E t1 � �  могут быть разными.
Для изотропных материалов Q t Q t11 22� � � � � . Тогда поведение материала 

описывают функции Q t Q t11 12� � � �,  , Q t66 � � .

2. Экспериментальное определение E t1 � �  для эпоксидной системы

Вязкоупругий отклик эпоксидной смолы Araldite LY 5052/Aradur HY 
5052 (Huntsman) определили на образцах размером 160×15×4 мм, изготов-
ленных путем смешивания эпоксидной смолы и отвердителя в течение 
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5 мин в пропорции 100:38 по весу согласно рекомендации производителя 
и вакуумной дегазации в течение ~ 12 мин. Смолу заливали в форму из 
силиконового каучука при комнатной температуре (≅ 23 °C) и закрепляли 
между двумя металлическими пластинами, выстланными тефлоновой 
тканью для облегчения извлечения из формы (подробнее см. [14]). После 
отверждения в течение 24 ч при комнатной температуре и извлечения из 
формы образцы подвергли доотверждению в печи при 105 °C в течение 4 ч 
до степени отверждения 0,992 (рассчитанной по кинетической модели 
отверждения [15, 16] с использованием параметров, приведенных в [17]).

Испытания на растяжение L—H, описанные в разделе 1.1, с линейным 
наклонным участком деформирования, показанным на рис. 1—а, выпол-
нили на универсальной испытательной машине Instron 3366 с механиче-
скими захватами и датчиком нагрузки 10 кН. Длина образца между захватами 
100 мм. Использование наждачной бумаги для закрепления образцов в 
захватах предотвратило их выскальзывание. Осевую деформацию измеряли 
стандартным динамическим экстензометром Instron 2620-601, прикре-
пленным к образцу резиновыми лентами, с измерительной базой 50 мм. 
Образцы испытали в климатической камере Instron 3119-406. На L-шаге 
до деформации 0,5% скорость деформирования составляла 0,5%/мин. На 
Н-шаге приложенную деформацию поддерживали постоянной в течение 
120 мин и измеряли релаксацию напряжения. Восстановление деформации 
в данном испытании не регистрировали, но ранее ее наблюдали в течение 
12 ч для других образцов. Результаты показали, что механический отклик 
был обратим, поэтому вязкопластические деформации отсутствовали [14].

Кривая изменения напряжения, полученная для одного из образцов 
(образец 7), представлена на рис. 1—б. Данные подгоняли с помощью 
уравнений (9) и (11) в соответствии с процедурой, подробно описанной 
в [14]. Коэффициенты ряда Прони, полученные с помощью этой проце-
дуры, представлены в табл. 1, а качество подгонки показано на рис. 1—б 
(шкалу выбрали такой, чтобы были видны очень небольшие различия).

По данным табл. 1 с помощью уравнения (5) установили, что E1 0� � �  
= 2370,5 МПа. Поперечную деформацию в эксперименте не измеряли; 
однако 30-секундное квазистатическое испытание на растяжение показа-
ло, что �12 0 0 33� � � , . Затем значение K = const  рассчитали с помощью 

Табл. 1
Коэффициенты рядов Прони для величины Em1 , определенные по данным 
испытания L—H (см. рис. 1—б, E1

0
1700 1= ,  МПа), и коэффициенты ν12m , 

вычисленные с помощью уравнения (15); �120 0 37808� ,  ( K = 2324,02 МПа)

qm, с 101 102 103 104

Em1 , МПа 121,7 115.8 129,3 303,6
ν12

m –0,008728 –0,008305 –0,009273 –0,021777
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уравнения (13), а коэффициенты ряда Прони для �12 t� �  — с помощью 
уравнения (15). Расчетные значения ν12

m  приведены в табл. 1. На рис. 2 пред-
ставлены зависимости �12 t� � , рассчитанные с помощью уравнения (6) при 
�12 0 0 33� � � , , K = 2324 02,  МПа и �12 0 0 05� � � , , K = 877 96,  МПа.

3. Трехмерные конечно-элементные расчеты вязкоупругого отклика

Полный набор вязкоупругих функций S t C tij ij� � � �,� , Q tij � �  для эпок-
сидного материала определили при моделировании вязкоупругого откли-
ка с использованием программного обеспечения ANSYS и эксперимен-
тально найденных функций E t1 � �  и �12 t� �  (см. коэффициенты рядов 
Прони в табл. 1) в качестве входных данных. Расчеты МКЭ выполнили 
для (а) проверки того, что аналитические выражения, представленные 
далее, не имеют ошибок и (б) демонстрации точности вязкоупругой про-
цедуры МКЭ для определения коэффициентов ряда Прони, моделирую-
щего испытания L—H с конкретными граничными условиями. Согласно 
описанию руководства для пользователя ANSYS [7] формулировка вяз-
коупругой модели, принятая в ANSYS, несколько отличается от описан-
ной в разделе 1. Для изотропного материала её записывают в терминах 
функции релаксации сдвига G t G t� � � � �12  и функции объемной релакса-
ции K t� � , и коэффициенты ряда Прони для этих функций необходимо 
использовать в качестве входных данных:

 � �
�

� � �
�

�ij
t ij

ij
tt G t

de
d
d K t d

d
d� � � �� � � �� �� �0 0

2
� , (25)

где e  и D  — девиаторная и объемная деформации соответственно, 
равные

0

0,35

0,25

0,15

0,05

�� �2 1/

t, c

2000 4000 6000 8000 10000

P.c. (0) = 0,33
P.c. (0) = 0,05

Рис. 2. Отношение поперечной/осевой деформаций (вязкоупругий коэффициент 
Пуассона), смоделированное в идеальном одноосном испытании на релаксацию со 
ступенчатым приложением осевой деформации при �12 0� � �  0,33 (—) и 0,05 (- - -).
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G t� �  и K t� �  должны быть представлены в виде
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Напряжения определили с помощью программного обеспечения ANSYS 
Mechanical APDL, используя адаптированную схему интегрирования, 
предложенную в [18] и модифицированную в [19]. В этой процедуре ин-
теграл вида
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вычисляют приращениями
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где �t t tk k� ��1 . Для аппроксимации интеграла использовали правило 
средней точки

 S t S t e e t tn k n k

t
q

t
q

k k
n n

�

�
�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
�

�� � � � � � � � � � �� �1
2

1

� �

� � . (31)

Коэффициенты рядов Прони для G t� �  и K t� �  необходимо использовать 
в качестве входных данных в ANSYS. Определение параметров для G t� �  
при использовании коэффициентов ряда Прони для E t1 � �  и �12 t� � , что 
является одной из задач данного исследования, будет описано в разделе 4. 
Предполагали, что K  не изменяется со временем K t K� � � � �� �0 . Его зна-
чение нашли с помощью уравнения (13).

Используя МКЭ, смоделировали вязкоупругий отклик в испытании 
L—H с параметрами нагружения, найденными экспериментально (см. 
раздел 2), с применением разных граничных условий к представительной 
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ячейке. Коэффициенты рядов Прони для функций жесткости и податливо-
сти определили путем аппроксимации результатов функциями, описыва-
ющими испытание L—H при конкретных граничных условиях. Времена 
релаксации (запаздывания), использованные при подгонке, были одинако-
выми для всех функций: qm =1 10 10 10 10

1 2 3 4
, , , ,  и 105  с.

Использовали трехмерную представительную ячейку длиной 5 мм, 
шириной 0,2 мм и толщиной 1 мм. Для моделирования использовали трех-
мерные 20-узловые конечные элементы SOLID186. Конечно-элементную 
сетку создали, задав 12 разделений/мм. На плоскостях x1 0= , x2 0=  и 
x3 0 2� � ,  мм задали симметричные граничные условия. Поскольку все 
поля напряжений и деформаций в анализируемых задачах однородны, не 
было необходимости анализа сходимости решения в зависимости от плот-
ности сетки. Фактически только один конечный элемент справился бы с 
данной задачей. Несколько элементов использовали только для проверки 
правильности применения граничных условий. Любая концентрация на-
пряжений указывала бы на наличие проблемы.

Типы граничных условий и соответствующие подгоночные функции 
перечислены далее.

А. Одноосная приложенная деформация �1 t� �  со свободными боковыми 
границами. Верхняя ( x2 1=  мм) и передняя ( x3 0= ) грани объемного эле-
мента свободны от усилий.

Коэффициенты рядов Прони для E t1 � �  и �12 t� �  получены из уравнений 
(9)—(12). Этот случай самопредсказуемого нагружения используют для 
проверки правильности формулировки и процедуры, применяемых в МКЭ, 
и оценки точности. Этот случай — самопредсказуемый, поскольку коэф-
фициенты рядов Прони для E t1 � �  и �12 t� �  являются экспериментальной 
входной информацией для определения G t� �  и K t� � .

На L-шаге � �1 0
1

t t
t

� � � , 0 1< <t t ; на H-шаге � �1 0t� � � , t t≥ 1 .

Б. Одноосная приложенная деформация �1 t� �  и нулевые поперечные 
перемещения. На верхней грани ( x2 1=  мм) объемного элемента u2 0= ; 
u3 0=  на грани x3 0= . С учетом напряжения, полученного при таком мо-
делировании, коэффициенты рядов Прони для функций жесткости C t11 � �  
и C t12 � �  определили с помощью подгоночных функций.

На L-шаге � �1 0
1

t t
t

� � �  , 0 1� �t t ,

 � �i i
m

M
i
m
m

t
qt C t

t t
C q e m� � � � �
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�

������
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���
�

�
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�0 1
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1 1 1
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�

�������
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�������

, i =1 2, , � �1 0
1

�
t
t

. (32)
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На H-шаге � �1 0t� � � , t t t t1 1� � � * ,
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m
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q
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C q e em m� � � � �
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,  i =1 2, ,  � �1 0� . (33)

В. Одноосная приложенная деформация �1 t� �  и нулевые поперечные 
перемещения в плоскости. На поверхности x2 1=  мм u2 0= , а на поверх-
ности x3 0=  усилия отсутствуют. При таком моделировании коэффици-
енты рядов Прони для функций жесткости Q t11 � �  и Q t12 � �  определяли 
с использованием подгоночных функций.

На L-шаге � �1 0
1

t t
t

� � � , 0 1� �t t , 
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m
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m

t
qt Q t
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�������

,  i =1 2, . (34)

На H-шаге � �1 0t� � �  ( t t t t1 1� � � * ), � �1 0t� � �  ( t t> 1) ,

 � �i i
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,  i =1 2, . (35)

Г. Одноосное приложенное напряжение �1 t� �  и свободные от усилий 
боковые поверхности. Значение σ0  равно 12,12 МПа. Поверхности x2 1=  
мм и x3 0=  свободны от усилий.

При таком моделировании коэффициенты рядов Прони для функций 
податливости S t11 � �  и S t12 � �  определили с использованием подгоночных 
функций.

На L-шаге � �1 0
1

t t
t

� � � , 0 1� �t t ,
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, i =1 2, . (36)

На H-шаге � �1 0t� � � , t t t t1 1� � � * , 
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, i =1 2, . (37)
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Д. Сдвиговое нагружение. Моделирование сдвигового нагружения в 
плоскости выполнено на ПЭО размерами 5×2×1 мм. Конечно-элементную 
сетку объема создали, задав шесть разделений/мм. Задание граничных 
условий иллюстрируют данные рис. 3 [20]: точки на поверхности x w3 � �
имеют одинаковое перемещение в направлениях x3  (синие треугольники) 
и x2  (кружки), как и соответствующие точки на поверхности x3 0= . Ана-
логично точки на поверхностях x1 0=  и x L1 =  имеют одинаковое пере-
мещение в направлениях x1  (пустые треугольники) и x2  (кружки). Верх-
няя поверхность свободна от усилий. Условия симметрии приложены к 
нижней поверхности элемента.

Приложенные касательные перемещения соответствуют деформациям 

сдвига � �t t
t

� � � 0
1

, 0 1� �t t , � �t� � � 0 , t t> 1 . Значение γ0  равно 0,02.

При таком моделировании коэффициенты ряда Прони для функции 
релаксации C t G t66 12� � � � �  определили с использованием подгоночных 
функций.

На L-шаге � �t t
t

� � � 0
1

, 0 1� �t t ,
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. (38)

На H-шаге � �t� � � 0 , t t t t1 1� � � * ,
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,  � �12 0� . (39)

2

3

1

Рис. 3. Граничные условия, используемые при нагружение чистым сдвигом.
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Этот случай также является самопредсказуемым и используется для 
проверки процедуры МКЭ.

4. Аналитические выражения для вязкоупругих функций, полученные 
с помощью преобразования Лапласа

4.1. Вязкоупругие уравнения состояния в области Лапласа. Выпол-
нение преобразования Лапласа уравнений (16)—(24) ( p  — параметр 
Лапласа) приводит к соотношениям

 � �i
j

ij jp C�
�
�
1

3

�, i j, , ,=1 2 3 ; � �k kk kpC� , k = 4 5 6, , , (40)
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0

1
1

,  i j, , , ,� �1 2 6 , (41)

 � �i
j

ij jp S�
�
�
1

3

, i j, , ,=1 2 3 ; � �k kk kpS� , k = 4 5 6, , , (42)
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, i j, , , ,� �1 2 6 , (43)
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j

ij jp Q�
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1

2

, i j, ,=1 2 ; � �6 66 6� pQ , (44)

 Q p
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m
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4.2. Выражения для функций податливости изотропных материалов. 
Выражения для функций вязкоупругой податливости S pij � � , i j, ,=1 2 , 
получили при одноосных испытаниях с приложением деформации �1 t� � . 
Их можно выразить через коэффициенты рядов Прони и времена релакса-
ции E t1 � �  и �12 t� � . Изображения по Лапласу уравнений (1)—(4), соответ-
ствующие нагружению только с компонентой приложенной деформации ε1 , 
равны

 � �1 1 1� E p ,  E E
p
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p
q

m

M m
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1

1
� �

��
� , (46)

 � � �2 12 1� � p ,  � � �
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�p p
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M m
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. (47)
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При том же нагружении, только с одной компонентой, напряжения вы-
ражения (42) дают

 � �1 11 1� S p , � �2 12 1� S p . (48)

Из уравнений (46)—(48) следуют известные выражения, связывающие 
изображения функций податливости с E p1 � �  и �12 p� � :

 S
p E11 2

1

1 1
= ,  S

p E12
12

1

1
� �

� . (49)

Сначала выполнили некоторые формальные перестановки в соотноше-
нии для E1 , переписав соответствующее уравнение (46) в виде
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(50)

Знаменатель в уравнении (50) можно записать в виде p p
qm

M

m
�� �
�

�
�

�

�
�1

1 .
Введя функцию
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; ; ; ; ; , (51)

уравнение (50) можно записать, как
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Аналогично для �12 p� �
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Подставив уравнения (52) и (53) в (49), получим
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Согласно (51) знаменатель в уравнении (54) является полиномом сте-
пени M +1 , у которого, как ожидали, M +1  корней будут неположитель-
ными действительными числами. Их можно вычислить численно:

 pi
i

� �
1
�

, i M=1 2, ,..,  и p0 0= . (55)

Числители рациональных функций в уравнении (54) — полиномы M -й 
степени. Следовательно, эти функции можно представить в виде суммы 
простых дробей, используя известное правило разложения на простые 
дроби:
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(56)
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В уравнении (56) E1 0� �  — это мгновенный отклик, заданный уравне-
нием (5). Обратное преобразование уравнения (56) во временной области 
не вызывает затруднений. Результатом является сумма экспонент (ряд 
Прони для податливостей).

Предположение о том, что корни будут неположительными действи-
тельными числами, основано на результате обратного преобразования. 
Комплексные корни привели бы к колебательному поведению, а положи-
тельные — к экспоненциально возрастающему отклику. Все выполненные 
численные расчеты корней подтвердили это предположение.

Коэффициенты Si11  и Si12 , i M= 0 1, ,...,  можно определить, потребовав, 
чтобы уравнения (54) и (56) были эквивалентны в M +1  произвольно 
выбранной точке. Это привело бы к необходимости решения системы из 
M +1  линейного алгебраического уравнения для каждого набора констант. 
Такая задача легко решается численно. Вместо этого предлагаем исполь-
зовать еще более эффективную процедуру, приводящую к следующим 
аналитическим выражениям для коэффициентов.

Сначала определяем новую функцию, а именно:

 S p p yk i
i k

M
i

� � � � �� ��
�

� 0 � , где yi
M

� �0
1 1 1 1

1 2 3

, , , , ,
� � � �

. (57)

Эта функция аналогична функции S pk
q � � , определенной формулой (51), с 

той лишь разницей, что вместо величины qi  используют величину t i .
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Используя S pk
� � �,  условие равенства уравнений (56) и (54) можно за-

писать в виде

 i
M i

i m
M

m
S S p p

q� �� �� � � �
�

�
�

�

�
�0 11 1

1


�  и i
M i

i m
M m

m
qS S p S p� �� �� � � � �

0 12 0 12


� � . (58)

Используя p pk
k

� � �
1
�

 в уравнении (58), получим, что

 S S
q

k
k

k
m
M

k m
11 1

1 1 1�
� �

�
�

�
�

�

�
� � � �

�

�
�

�

�
��� � , S S Sk

k
k

m
M m

m
q

k
12 0 12

1 1�
�

�
�

�
�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
���  (59)

или

 S
q

S

k
m
M

k m

k
k

11

1
1 1

1
�

� �
�

�
�

�

�
�

�
�

�
�

�

�
�

�� �

�
�

, S
S

S

k
m
M m

m
q

k

k
k

12

0 12

1

1
�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

�
�

�

�
�

�� �
�

�
�

, k � �0 1 2, , ,  (60)

В результате обратного преобразования получим, что

 S t S S eij ij
m

M
ij
m

t
m� � � �

�

�
�

�

���
�

�

���
�0

1

� , где S
S
Eij

k ij
k

�
� �


1 0
, k M� �0 1 2, , , . (61)

Вывод выражений для функций релаксации C tij � � , i j, ,=1 2 , приведен в 
Приложении 1, для C t Q t G t66 66 12 � � � � � � � �  — в Приложении 2, а для Q tij � � , 
i j, ,=1 2 , — в Приложении 3.

5. Квазиупругие выражения для вязкоупругих функций

В квазиупругом приближении значение любой вязкоупругой функции 
ползучести или релаксации в произвольный момент времени t  рассчитыва-
ем с использованием упругих соотношений и известных значений E t1 � �  и 
�12 t� �  в этот момент. Точность этого простого метода оценим в разделе 6.

Зависимость вязкоупругих податливостей и функций релаксации от 
времени рассчитываем по формулам

 S t
E t11

1

1� � � � �
,  S t

t
E t12
12

1

� � � � � �
� �

�
,  (62)

 C t
E t t

t t11
1 12

12 12

1

1 1 2
� � �

� � � � �� �
� � �� � � � �� �

�

� �
, C t

E t t
t t12
1 12

12 121 1 2
� � � � � � �

� � �� � � � �� �
�

� �
, 

 C t G t
E t

t66 12
1

122 1
� � � � � � � �

� � �� ��
.  (63)
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Компоненты Qij (t) двухмерной вязкоупругой матрицы жесткости в 
классической теории слоистых композитов вычисляем по формулам

 Q t
E t
t t11
1

12 121
� � � � �

� � � � �� �
, Q t

t E t
t t12

12 1

12 121
� � � � � � �

� � � � �
�
� �

, Q t G t66 12� � � � � . (64)

6. Численные результаты и анализ

В аналитическом методе, основанном на преобразованиях Лапласа, 
использовали коэффициенты рядов Прони Em1  и ν12

m  и времена релакса-
ции qm , приведенные в табл. 1, для нахождения особых точек в выра-
жениях, полученных в разделе 4 для вязкоупругих функций податли-
вости и жесткости. Эти особые точки (корни многочленов) являются 
временами релаксации и запаздывания для вязкоупругих функций. 
Полиномиальные функции S tij � �  и G t12 � �  имеют M  корней. Значения 
вычисленных коэффициентов рядов Прони (для Sij

k  следуют из уравне-
ний (60) и (61), для Gk12  — из уравнения (А2.5)) представлены в табл. 2.

Следует отметить, что значения времен релаксации, приведенные в 
табл. 2, довольно близки к использованным для описания результатов 
испытаний для E t1 � �  и �12 t� � . Несмотря на сходство, для S tij � �  и G t12 � �  
они не одинаковы. Перечисленные коэффициенты ряда Прони соответ-
ствуют этим временам релаксации, а не таковым для E t1 � � .

Уравнения (А1.3)—(А1.4) для C tij � �  и (А3.3)—(А3.4) для Q tij � �  в 
области Лапласа имеют в знаменателе произведение двух полиномов, 
поэтому число особых точек равно 2M . Времена релаксации и соот-
ветствующие коэффициенты рядов Прони приведены в табл. 3.

В последующих таблицах и рисунках при сравнении разных методов 
результаты, соответствующие представленному аналитическому мето-
ду, имеют индекс “an”. Моделирование с использованием квазиупруго-
го метода обозначено, как “Q—E”. Результаты моделирования при 

Табл. 2
Коэффициенты рядов Прони для S tij � �  и G t12 � �

tm, с Sk11 , Sk12 ρm , с Gk12 , МПа
1/ МПа

— S11
0 = 5,8819·10–4 S12

0 = 2,2238·10–4 — G12
0 =616,8370

10,53751 –2,2521·10–5 –1,1260·10–5 9,93476 51,3425
105,4144 –2,3996·10–5 –1,1998·10–5 99,3834 48,1800
1063,796 –2,9542·10–5 –1,4771·10–5 993,156 53,1870
11799,41 –9,0278·10–5 –4,5140·10–5 9842,13 121,6189
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�12 0 0 05� � � ,  и 0,33 представлены на рис. 4—7. Данные табл. 3 исполь-
зовали для вычисления зависимости вязкоупругих функций от времени.

Следует отметить, что S t11 � �  не зависит от выбранного значения �12 0� � , 
тогда как S t12 � � и другие функции зависят.

Вязкоупругое трехмерное моделирование МКЭ испытаний L—H вы-
полнили, используя коэффициенты ряда Прони для G t12 � � , полученные 
с использованием выражений, приведенных в Приложении 2, и предпо-
ложения K K� � �0 . Коэффициенты ряда Прони определили путем под-
гонки расчетных откликов, следуя описанию, данному в разделе 3. Далее 
эти результаты представлены с индексом FEM. Коэффициенты рядов 
Прони использовали для моделирования вязкоупругого отклика при на-
гружении согласно функции Хевисайда, создавая кривые, подобные 

Табл. 3
Коэффициенты рядов Прони для C tij � �  и Q tij � �  (МПа)

rm, с
Ck11 Ck12 θm , с Qk11 Qk12

C11
0 = 3146,448 C12

0 = 912,781 — Q11
0 = 1983,646 —

9,934755 68,4568 –34,228 9,934755 51,34284 –51,3425
99,38337 64,2401 –32,12 99,38337 48,18034 –48,18
993,1562 70,9173 –35,458 993,1563 53,1871 –53,187
9842,132 162,1638 –81,080 9842,132 121,6229 –121,617
10,53751 0,00013 0,000128 10,13177 68,45283 68,45306
105,4145 0,00019 0,000193 101,2712 66,97977 66,98003
1063,798 0,00236 0,002356 1014,373 76,55477 76,55497
11799,55 0,01151 0,011512 10350,69 190,2292 190,2304

0

5,6

5,2

4,8

4,4

4,0
t, c

2000 4000 6000 8000 10000

an
Q-E

S11
4.10 , 1/МПа�

а б

0

�

�

�

�

�

5,0.10
�5

1,0.10
�4

1,5.10
�4

2,0.10
�4

2,5.10
�4

t, c

2000 4000 6000 8000 10000

S12, 1/МПа

an 0,33
Q-E 0,33
an 0,05
Q-E 0,05

an 0,33
Q-E 0,33
an 0,05
Q-E 0,05

Рис. 4. Кривые податливости при ползучести S tij � � : a — S11 ; б — S12 . Сплошные 
линии соответствуют расчету предложенным аналитическим методом (“an”), штри-
ховые — квазиупругим методом (“Q—E”). Цифры 0,33 и 0,05 — значения �12 0� � .
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представленным на рис. 4—7. Полученные кривые визуально неотличимы 
от аналитических, поэтому на рисунках не представлены. Вместо этого 
ввели средние меры расхождений D  между аналитическими и МКЭ кри-
выми, а именно:

 D
N

abs
f t f t

f tFEM
f FEM k an k

an k
� �

� � � � �
� �

�

�

����

�

�

����

1 � , 

(65)

 D
N

abs
f t f t

f tQ E
f

k

N Q E k an k

an k
�

�

��
� � � � �

� �
�

�
�
�

�

�
�
�

�
1

1

, t sk � �1 2, , . 

В уравнении (65) DFEM
f  — усредненное по времени расхождение 

соответствующей вязкоупругой функции fFEM  и аналитического реше-

0
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1000

900

800

700

600
t, c

2000 4000 6000 8000 10000

an 0,33
Q-E 0,33
an 0,05
Q-E 0,05

G12, МПа

Рис. 5. Сдвиговая функция релаксации  G t12 � � . Обозначения те же, что на рис. 4.
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Рис. 6. Функции релаксации C tij � � . Обозначения те же, что на рис. 4.
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ния fan ; DQ E
f
−  — усредненное по времени расхождение между квази-

упругим и аналитическим решениями. Кроме этих параметров в табл. 4 
также представлены максимальные значения относительного расхожде-
ния errmax  между квазиупругим и аналитическим решениями.

Для функции E t1 � �  величина DFEM
f  — расхождение, рассчитанное 

с помощью уравнения (3) с использованием коэффициентов рядов 
Прони, полученных путем подгонки результатов эксперимента L—H в 
“аналитическом” решении (а) и подгонки результатов МКЭ эксперимен-
та L—H (б). Для �12 t� �  коэффициенты ряда Прони для их использования 
в “аналитическом” решении определили с помощью уравнения (15). 
Применив для входных данных E t1 � �  и �12 t� �  квазиупругий метод, по-
лучили, что DQ E

f
� � 0  и errmax ≡ 0.  Эти расхождения крайне малы, и 

некоторые заметные различия возникли только для квазиупругого мето-
да при вычислении S t11 � �  и S t12 � �  при больших значениях t  (см. рис. 4). 

0
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б
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Q-E 0,33
an 0,05
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Рис. 7. Функции релаксации Q tij � � . Обозначения те же, что на рис. 4.

Табл. 4
Усредненные по времени расхождения значений вязкоупругих функций 

DFEM
f , рассчитанных МКЭ и аналитическим решением, и DQ E

f
− , 

рассчитанных квазиупругим и аналитическим решениями, при 
�12 0 0 33� � � ,

% E1(t) v12(t) G12(t) S11 S12 C11 C12 Q11 Q12

DFEM
f %� � 0.0299 0,0407 0,0385 0,030 0,041 0,0098 0,0090 0,0259 0,0151

DQ E
f
− — — 0,036 0,302 0,410 0,0105 0,0085 0,0253 0,132

errmax %� � — — 0,0531 0,443 0,600 0,0158 0,0150 0,0393 0,187
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Квазиупругий подход систематически несколько завышал изменение 
функций податливости, но полученные значения являются приемлемыми.

Моделирование МКЭ для нахождения E t1 � � , �12 t� �  и G t12 � �  является 
самопредсказуемым, поскольку E t1 � �  и �12 t� �  — входные данные для 
нахождения G t12 � � , использованные при моделировании МКЭ. Поэтому 
соответствующие результаты, приведенные в табл. 4, можно использовать 
для оценки адекватности процедур МКЭ и точности расчетов.

Коэффициенты рядов Прони, приведенные в табл. 2 и 3, нельзя срав-
нивать с полученными посредством МКЭ, поскольку они соответству-
ют разным временам релаксации/запаздывания. Для сравнения с точки 
зрения коэффициентов рядов Прони данные для вязкоупругих функций, 
полученные на основе аналитической процедуры и квазиупругого под-
хода, аппроксимировали рядами Прони с использованием тех же времен 
релаксации/запаздывания, что и при подгонке данных эксперимента 
L—H при моделировании МКЭ. Сравнение можно выполнить на основе 
данных табл. 5—7.

Значения коэффициентов, определяемых с помощью аналитических 
выражений, МКЭ и квазиупругого метода, довольно близки. В некоторых 

Табл. 5
Коэффициенты рядов Прони для S tij � �  (1/МПа) при �12 0 0 33� � � ,

tm, с
Sk11  an Sk11  МКЭ Sk11  Q-E Sk12  an Sk12  МКЭ Sk12  Q-E

S11
0 = 5,798·10–4 S11

0 = 5,958·10–4 S11
0 = 6,073·10–4 S12

0 = –2,18·10–4 S12
0 = –2,26·10–4 S12

0 = –2,20·10–4

1 0,000 –4,506·10–6 0,000 0,000 2,250·10–6 0,000
101 –2,204·10–5 –2,174·10–5 –2,269·10–5 1,102·10–5 1,087·10–5 1,127·10–5

102 –2,425·10–5 –2,416·10–5 –2,396·10–5 1,213·10–5 1,208·10–5 1,207·10–5

103 –2,817·10–5 –2,842·10–5 –2,892·10–5 1,408·10–5 1,421·10–5 1,427·10–5

104 –8,370·10–5 –8,064·10–5 –8,193·10–5 4,185·10–5 4,032·10–5 4,311·10–5

105 0,000 –1,862·10–5 –2,826·10–5 0,000 9,310·10–6 0,000

Табл. 6
Коэффициенты рядов Прони для C tij � �  (МПа) при �12 0 0 33� � � ,

tm, с
Ck11  an, Ck11  МКЭ Ck11  Q-E Ck12  an Ck12  МКЭ Ck12  Q-E

C11
0 = 3145,05 C11

0 = 3144,63 C11
0 = 3145,.63 C12

0 = 1913,48 C12
0 =  1913,71 C12

0 = 1913,21
1 0,35 0,00 0,36 –0,18 0,000 –0,18

101 68,51 69,19 68,34 –34,26 –34,60 –34,17
102 64,18 64,13 64,23 –32,09 32,07 –32,12
103 71,19 71,20 71,07 –35,59 –35,60 –35,54
104 163,16 162,57 162,79 –81,56 –81,29 –81,39
105 0,0 0,51 0,00 0,00 –0,26 0,00
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случаях имеет место расхождение, не приводящее к заметным различиям 
в смысле их нестационарного поведения. Причина заключается в том, что 
вязкоупругий отклик в определенный момент времени зависит не только 
от ближайшего к нему времени релаксации, но и от “соседних” времен 
релаксации и коэффициентов рядов Прони. Это может обусловить разли-
чия коэффициентов рядов Прони, даже если подогнать весьма похожее 
поведение во времени.

Заключение

Определение характеристик вязкоупругих полимеров обычно выпол-
няют с помощью одноосных испытаний, в которых чаще всего измеряют 
отклик в осевом направлении. Только в нескольких случаях измеряют 
также поперечный отклик. Однако при численном моделировании откли-
ка композитов и сложных композитных конструкций в качестве входных 
данных необходимы другие вязкоупругие функции, такие как зависящие 
от времени матрицы податливости при ползучести и жесткости при ре-
лаксации.

В настоящей работе представлены аналитические выражения для рас-
чета всей совокупности вязкоупругих функций для изотропных материа-
лов, выведенные с использованием решений в области Лапласа с точным 
обратным преобразованием во временную область, что возможно, если 
вязкоупругие функции представлены в экспонентах рядов Прони. Времена 
релаксации/запаздывания (особые точки в области Лапласа) нашли как 
корни многочленов.

Используя в качестве входных данных рассчитанную функцию релак-
сации сдвига и предположение о том, что объемный модуль не изменяется 
со временем, вязкоупругий отклик смоделировали с помощью программ-
ного обеспечения ANSYS. Изменяя граничные условия для трехмерной 
конечно-элементной модели, получили временные зависимости для всех 
трех- и двухмерных вязкоупругих функций. В высшей степени хорошее 

Табл. 7
Коэффициенты рядов Прони для Q tij � �  (МПа) при �12 0 0 33� � � ,

tm, с
Qk11  an Qk11  МКЭ Qk11  Q-E Qk12  an Qk12  МКЭ Qk12  Q-E

Q11
0 = 1986,19 Q11

0 = 1983,22 Q11
0 = 1981,37 Q12

0 = 754,61 Q12
0 = 752,30 Q12

0 = 748,93
1 0,00 3,54 0,00 0,00 3,58 0,00

101 119,62 120,29 119,87 16,78 16,50 17,28
102 115,25 115,20 115,16 18,99 18,99 18,83
103 129,28 129,33 129,50 22,50 22,54 22,89
104 309,97 308,51 309,99 65,26 64,65 65,81
105 0,00 3,46 4,45 0,00 2,69 4,48
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численное соответствие между аналитическими и конечно-элементными 
результатами — доказательство отсутствия ошибок в достаточно сложных 
аналитических выражениях.

В работе оценили точность очень простой процедуры, называемой 
квазиупругим методом. В этом методе значение функции релаксации в 
определенный момент времени вычисляли с помощью упругих выра-
жений, в качестве входных данных использовали значения требуемых 
нестационарных параметров в данный момент времени. Показали, что 
этот метод, будучи теоретически некорректным, предоставляет доста-
точно точные значения вязкоупругих функций и может быть предложен 
в качестве практического инструмента.
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Приложение 1. Функции релаксации C t11 � �  и C t12 � �

В области Лапласа соотношения между функциями податливости Sij  и функция-
ми релаксации Cij , i j, ,=1 2  , для изотропного материала можно получить из урав-
нений (40) и (42):

 C C C
p

S S
S S S S11 22 33 2

11 12

11 12 11 12

1

2
� � �

�

�� � �� �
, (A1.1)

 C C C
p

S
S S S S12 13 23 2

12

11 12 11 12

1

2
� � � �
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. (A1.2)
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Подстановка в (A1.1) и (A1.2) выражений (54) для S11  и S12  дает
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(A1.3)
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(A1.4)

2 1M +  особых точек уравнения (А1.3), необходимых для обратного пре-
образования, находим численно как корни многочленов в знаменателе 

( p
r r r rk

M
� � � � � �0

1 1 1 1

1 2 3 2

, , , , ,  ). Затем, используя разложение на простые дроби, 

находим постоянные Ck11  и Ck12  аналогично тому, как описано в разделе 4.2. 
Выражения во временной области имеют вид
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В (A1.6) и (A1.7)

 S p p zk
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Приложение 2. Вязкоупругие сдвиговые функции
C t Q t G t66 12� � � � � � � �66  и S t66 � �

В области Лапласа соотношения между сдвиговым напряжением и сдвиговой 
деформацией для изотропного материала запишем как

 C
p S p S S66 2

66
2
11 12

1 1 1

2

1
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�
. (A2.1)

Подставив (54) в (A2.1), получим, что
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Сдвиговая податливость при ползучести имеет вид
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Сингулярные точки (A2.2) находим численно и обозначаем как pk
k

� �
1
�

, 

k M=1,.., . Сингулярные точки (A2.3) такие же, как для S11: pk
k

� �
1
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,    k M� �1 2, , , .

Представив, как описано ранее, рациональные функции в виде простых дробей, 
получили
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где
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Приложение 3. Функции релаксации напряжения Q t11 � �  и Q t12 � �

Соотношения между функциями релаксации напряжений и функциями податли-
вости в области Лапласа упрощаются для случаев, когда можно пренебречь нормаль-
ным напряжением из плоскости (�3 0� ), как это предполагают в классической 
теории слоистых композитов. Для изотропных слоев (например, полимеров, алюми-
ния и т. д.) имеем
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Подстановка (54) в (A3.1) и (A3.2) дает
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Особые точки Q11  и Q12  находим численно как корни многочленов в знамена-

теле ( pk
M
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1 2 3 2

, , , , ,
� � � �

). Затем, используя разложение на простые 

дроби, находим постоянные Qk11  и Q k
k
1 , как описано в разделе 4.2. Выражения после 

обратного преобразования имеют вид
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В (A3.6) и (A3.7)
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Self-heating effect caused by internal friction is a meaningful problem 
in design and operation of cyclically loaded structural elements 
made of fiber-reinforced plastics. Vibrations of aerospace structures 
with large amplitudes and high frequencies, as well as accele-
rated mechanical testing can lead to an increase of the composite 
temperature, degradation of the mechanical properties and premature 
failure. This research aimed to study the kinetics of GFRP self-
heating under reversed bending. A low-parameter analytical model 
was developed to describe the kinetics of composite self-heating 
under normal convective heat transfer. The original wedge-shaped 
specimen and the experimental setup were developed to verify 
the simulation results. Cyclic bending tests were carried out at the 
frequencies from 10 to 20 Hz and displacement amplitudes from 4 to 
7 mm. The model proposed enables to predict the dependence of the 
maximum composite temperature on time, frequency, and amplitude 
with reasonable accuracy.

Ключевые слова: стеклопластик, нагружение циклическое, са-
моразогрев, коэффициент потерь, модели аналитические
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Эффект саморазогрева, обусловленный внутренним трением, — 
актуальная проблема при проектировании и эксплуатации цикли-
чески нагруженных элементов конструкций из стеклопластиков. 
Вибрация аэрокосмических конструкций с большими амплиту-
дами и высокими частотами, а также ускоренные механические 
испытания могут привести к повышению температуры композита, 
деградации механических свойств и преждевременному разру-
шению. Цель исследования — изучение кинетики саморазогрева 
стеклопластика при знакопеременном изгибе. Для описания ки-
нетики саморазогрева композита при нормальном конвективном 
теплообмене разработана малопараметрическая аналитическая 
модель. Для проверки результатов моделирования разработали 
оригинальный клиновидный образец и экспериментальную уста-
новку. Испытания на циклический изгиб провели при частотах от 
10 до 20 Гц и амплитудах перемещений от 4 до 7 мм. Предло-
женная модель позволяет с приемлемой точностью предсказать 
зависимость максимальной температуры композита от времени, 
частоты и амплитуды.

Введение

Полимерные композитные материалы (ПКМ) широко используют в 
авиационной, судостроительной и автомобильной отраслях промышлен-
ности [1]. Высокая удельная прочность и жесткость делают ПКМ очень 
привлекательными, когда важна экономия массы. Композитные элементы 
в ходе эксплуатации могут подвергаться разным видам нагружения, в том 
числе вибрациям [2, 3]. При интенсивных циклических нагрузках и недо-
статочной теплоотдаче в окружающую среду эти элементы нагреваются 
до высоких температур. Повышение температуры приводит к снижению 
механических свойств ПКМ, ускорению накопления микроповреждений и 
преждевременному разрушению всей конструкции [4—10]. Такое явление 
объясняется тем, что полимерная матрица ведет себя как вязкоупругий 
материал, обладающий высоким внутренним трением и низким коэффици-
ентом теплопередачи [8, 9, 11]. При высоких частотах/амплитудах колеба-
ний тепло, выделяющееся в силу гистерезиса, не успевает отводиться, что 
приводит к повышению температуры композита. Температура нагревания 
композита, близкая к температуре стеклования полимерной матрицы, 
обус ловливает резкое увеличение диссипативных и резкое снижение 
упругих свойств композита и его последующее разрушение [9, 10, 12, 13].

Саморазогрев часто рассматривают как побочный эффект при стандарт­
ных [2, 6, 14—17] или ускоренных [5, 9, 15, 18—23] циклических испыта-
ниях с высокими частотами и амплитудами. В [4, 7, 11, 25—28] основной 
целью исследований являлось изучение кинетики саморазогрева ПКМ и 
влияющих факторов. Во всех случаях авторы отмечали, что на кинетику 
саморазогрева материала в основном влияли частота, амплитуда и режим 
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циклирования напряжений. В [3, 9, 16, 26, 27] также отмечена важная роль 
нелинейности диаграммы растяжения композита, трения на свободных 
поверхностях в случае появления микродефектов и разрушения контакта 
между волокнами и матрицей.

Существуют два основных типа временных зависимостей изменения 
температуры композита при саморазогреве. В первом случае температура 
повышается до определенного значения, после чего процесс стабилизи-
руется, и композит продолжает работать при постоянной температуре. 
В этом случае разрушение носит классический усталостный характер. 
Во втором случае стационарного состояния не возникает, а температура 
композита непрерывно повышается вплоть до температуры стеклования 
полимерной матрицы. При этом разрушение композита происходит в силу 
саморазогрева [24—27]. Значительный интерес представляет разработка 
и верификация математических и численных моделей, позволяющих 
определить, какой из сценариев разрушения композитного материала 
будет иметь место.

Существующие модели, учитывающие влияние саморазогрева на 
прочность ПКМ при циклическом нагружении, основаны на уравнениях 
второго закона термодинамики и суммарно накопленной энтропии [14] 
или диссипации энергии за счет гистерезиса [9—11, 16, 25, 29—32]. 
Модели первого типа достаточно сложны и содержат ряд серьезных до-
пущений. Например, они часто не учитывают реономную составляющую 
деформаций и требуют как обширной вычислительной, так и эксперимен-
тальной проверки. Модели, основанные на расчете тепловыделения за 
счет внутреннего трения, просты, но требуют определения коэффициента 
теплоотдачи для конкретного типа материала и испытаний. Важно отме-
тить, что в большинстве случаев авторы моделировали саморазогрев ПКМ 
при растяжении. Моделированию саморазогрева при изгибе посвящено 
лишь несколько работ. При этом авторы считали коэффициент потерь не 
зависящим от амплитуды напряжения, а коэффициент теплоотдачи брали 
постоянным [11, 31].

Таким образом, большое значение имеет разработка модели, опи-
сывающей саморазогрев композита при испытаниях на изгиб с учетом 
зависимости коэффициента потерь от амплитуды напряжений в цикле. 
Ранее аналогичную модель предложили для случая многократного растя-
жения [25]. В настоящей работе модель, учитывающую влияние частоты и 
амплитуды колебаний на петлю гистерезиса, модифицировали для случая 
знакопеременного изгиба. Для проверки результатов моделирования про-
вели экспериментальные исследования изменения температуры композит-
ных образцов в виде балок равного сопротивления при знакопеременном 
изгибе с разными частотами и амплитудами. Зависимость эффективного 
коэффициента теплоотдачи от амплитуды колебаний образца определяли 
путем численного решения обратной задачи.
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1. Аналитическая модель для оценки кинетики саморазогрева 
при знакопеременном изгибе

1.1. Формулировка. В [25] решена задача о саморазогреве стеклопла-
стиков при высокочастотном пульсирующем растяжении (0—σ0 ) в пред-
положении тонкостенности образца. Разработанная аналитическая модель 
теплового баланса в материале, учитывающая тепловыделение и конвек-
тивный теплообмен в воздухе, распространена на случай знакоперемен-
ного изгиба. Уравнения теплового баланса для единицы объема можно 
представить в виде 

 �Q W A� � ,  

 �Q t ft
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dy( )
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где DQ — высвобождаемая энергия гистерезиса; W  — внутренняя тепло-
вая энергия; A  — количество тепла, выделяемого поверхностью образца 
в атмосферу; ψ  — коэффициент потерь; σ  — напряжение; E  — модуль 
упругости; t  — время; f  — частота нагружения; C  — удельная тепло-
емкость; ρ  — плотность материала; δ  — толщина композита; α  — ко-
эффициент теплоотдачи конвекцией; �T T T� � 0  — изменение темпе-
ратуры материала; T0  — температура окружающей среды. На рис. 1 
показана схема для анализа кинетики саморазогрева образца при знако-
переменном изгибе. Модель основана на следующих допущениях: 

• композит считаем достаточно тонким, поэтому температура по его 
толщине постоянна (одномерная теория теплообмена);

• коэффициентом теплопроводности в плоскости пренебрегаем;
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Рис. 1. Схема анализа кинетики саморазогрева образца при знакопеременном изгибе.
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• вся энергия, рассеиваемая при гистерезисе, переходит в тепло; 
• размеры в плоскости приняты равными единице.
Нормальные напряжения линейно распределены по толщине и равны 

нулю на нейтральной линии (ось z  на рис. 1):

 � �
�

( ) .maxy y
�

2

 (2)

Здесь σmax  — максимальное напряжение; y  — расстояние от нейтраль-
ной линии. Максимальное напряжение изменяется в ходе циклического 
нагружения. В [25] установили, что при пульсирующем растяжении 
коэффициент потерь линейно зависит от амплитуды напряжения:

 � � �( ) ,� �s   (3)

где s  — коэффициент пропорциональности. При циклическом нагруже-
нии на тепловыделение в тканых композитах также влияют микроповре-
ждения. Известно, что появление и развитие микроповреждений (сухое 
трение) не зависит от частоты колебаний. В [9] экспериментально дока-
зали, что коэффициент потерь зависит от амплитуды колебаний и не 
зависит от частоты.

Выражение для выделяемой энергии гистерезиса можно получить 
путем подстановки уравнений (2) и (3) в уравнение (1):
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Затем подстановка (4) в (1) приводит к уравнению
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Зависимость изменения температуры образца от времени следует из урав-
нения (5):
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Данная аналитическая модель позволяет учесть генерацию тепла и 
конвективный теплообмен с воздухом при циклическом изгибе. Адекват-
ность предсказания кинетики саморазогрева будет зависеть от заданных 
параметров: коэффициента потерь ψ , коэффициента конвекции α  и 
удельной теплоемкости C . Отметим, что коэффициент потерь ψ  и коэф-
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фициент пропорциональности s  для разных типов нагружения (повторя-
ющегося или знакопеременного) могут различаться.

1.2. Определение коэффициента потерь. В [25] экспериментальный 
коэффициент потерь определяли по петле гистерезиса в предположениях 
о склерономном поведении материала, эффекте Баушингера и аппрокси-
мации статической кривой растяжения функцией Рамберга—Осгуда [33]: 

 � �
� �� � � �

�

�
���
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�
���E

K
E

n
. (7)

Из статических кривых деформирования для исследуемого стеклопла-
стика получили следующие параметры функции Рамберга—Осгуда: модуль 
упругости E  = 25 гПа, коэффициенты упрочнения K  = 27,65 и n  = 2.

На рис. 2 показаны петли гистерезиса для пульсирующего и знакопере-
менного нагружений. 

Экспериментальный коэффициент потерь при повторном растяжении 
(0—σ0 ) определили по формуле
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где S �0� �  и A �0� �  — площади под кривой напряжение—деформация при 
нагружении и разгрузке соответственно; P �0� �  — энергия упругого 

A

1 2

S

B �

�

O

� �min = ( ) = 0B

а

C

� �max = A(  )

� �max = A(  )

� �min = B(  )

б

�S�

A
C

�

1 3

O

�

� �min = ( ) = 0BB

� �max = A(  )

� �min = B(  )

� �max = A(  )

Рис. 2. Петли гистерезиса при условии пульсирующего (a) и знакопеременного (б) 
нагружения: 1 — статическая кривая деформирования; 2 и 3 — циклические кривые 
при пульсирующем и знакопеременном нагружении соответственно; заштрихованная 
область — петля гистерезиса, определяющая энергию, поглощенную за один цикл.
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деформирования. Сравнение расчетных и экспериментальных данных 
показало, что коэффициент потерь линейно зависит от максимальной 
амплитуды напряжения при пульсирующем растяжении. Для рассма-
триваемого стеклопластика получили коэффициент пропорционально-
сти s  = 2 67 10

10
, � �  Па–1 [25].

Значение коэффициента потерь ��  при знакопеременном нагружении 
( ��0 ) будет отличаться от значения при пульсирующем растяжении. 
Коэффициент потерь при знакопеременном нагружении определяли по 
формуле

 � � � �
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где � � �S �0  и � � �A �0  — площади под кривой напряжение—деформация 
при нагружении вдоль траектории BA и разгрузке вдоль траектории AB 
соответственно; � � �P �0  — энергия упругого деформирования. С учетом 
эффекта Баушингера и принципа Мазинга выражение для расчета коэф-
фициента потерь принимает вид
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Сравнение значений коэффициента потерь в уравнениях для пульси-
рующего (8) и знакопеременного (10) нагружения показывает, что они 
различаются в два раза. Таким образом, для знакопеременного изгиба 
получили коэффициент пропорциональности s  = 5,34 Па–1.

2. Экспериментальное исследование кинетики саморазогрева 
волокнисто-армированных стеклопластиков при циклическом изгибе

В этом разделе описаны материалы, образцы и методы испытаний на 
циклический изгиб, а также полученные результаты. Кроме того, описан 
метод определения коэффициента конвекции образца стеклопластика, 
использованный в предложенной модели.

2.1. Стеклопластик. Все экспериментальные исследования провели 
на промышленно выпускаемом стеклопластике “СТЭФ” (ПАО “Электро-
изолит”) средней толщиной 4 мм и плотностью 1750—1770 кг/м3. Сло-
истый композит образован из 20 слоев ткани полотняного переплетения 
из Е­стекловолокон. В качестве матрицы использовали эпоксифенольную 
смолу горячего отверждения. Изображение, полученное с помощью опти-
ческого микроскопа (рис. 3), иллюстрирует поперечное сечение слоистой 
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структуры стеклопластика. Объемная доля волокна в стеклопластике 42% 
(определено методом отжига). 

Упругие и прочностные характеристики стеклопластика определили 
в ходе квазистатических испытаний с использованием соответствующих 
приспособлений. Упругие свойства стеклопластика следующие: модули 
Юнга — E1  = 23,7±0,6 гПа, E2  = 21,9±0,6 гПа, E3  = 9,5±0,1 гПа; мо-
дули сдвига — G12  = 4,9±0,3 гПа, G13  = 4,2±0,2 гПа, G23  = 3,7±0,2 гПа; 
коэффициенты Пуассона — µ12  = 0,16,  µ13 = 0,19,  µ23  = 0,18. 
Прочностные свойства GFRP следующие: при растяжении — F t1  = 
= 403±14 МПа, F t2  = 304±10 МПа; при сжатии — F c3  = 480±15 МПа.

Удельную теплоемкость стеклопластика C  = 940 Дж/(кг∙°С) опреде-
лили на изотермическом калориметре TAM Air (TA Instruments, США). 
Полученное значение хорошо согласуется с данными [10, 12, 30].

2.2. Образцы для циклических испытаний вырезали из листа стекло-
пластика таким образом, чтобы направление основы совпадало с осью 
образца. Клиновидная форма образца (рис. 4) позволила получить по-

0,5 мм

Рис. 3. Микрофотография поперечного сечения образца стеклопластика.
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Рис. 4. Фотография (a) и рисунок (б) образца для испытаний на знакопеременный 
изгиб. Линия 1 — линия приложения силы.
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стоянное значение изгибающих напряжений по всей длине его рабочей 
части. геометрические параметры и размеры образца определяли путем 
конечно­элементного моделирования в программном обеспечении ANSYS 
Workbench. По результатам конечно­элементных расчетов приняли реше-
ние о смещении галтельной части образца внутрь захвата для обеспечения 
более равномерного распределения деформации на рабочей поверхности 
в районе захвата. Размеры образца выбирали исходя из предположения о 
том, что максимальная амплитуда напряжений не превышает половины 
предела прочности (см. раздел 1.1). На рис. 5 представлены численно по-
лученные распределения перемещений и главных напряжений в образце 
при амплитуде изгиба 7 мм.

2.3. Экспериментальная установка. Испытания образцов из стекло-
пластика на циклический изгиб проводили на модернизированном элект-
родинамическом вибростенде LDS V780 с установленным на нем специ-
альным приспособлением [34]. Данная установка позволяет реализовать 
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Рис. 6. Экспериментальная установка: 1 — термокамера; 2 — образец; 3 — акселе-
рометр; 4 — вспомогательный образец; 5 — датчик нагрузки

Рис. 5. Численно рассчитанные главные напряжения (a) и распределение перемеще-
ний (б) в образце при амплитуде изгиба 7 мм. Линия 1 — линия приложения силы F.



МЕХАНИКА КОМПОЗИТНЫХ МАТЕРИАЛОВ.—2022.—Т. 58, № 6.

А. В. Игнатова, А. В. Безмельницын, Н. А. Оливенко, О. А. Кудрявцев, С. Б. Сапожников, и др.

1134

знакопеременный изгиб консольных плоских образцов путем приложения 
поперечной нагрузки в заданной точке через цилиндрический шарнир 
(рис. 6).

Принцип работы экспериментальной установки следующий. Два образца 
симметрично закрепляли в специальных захватах четырьмя болтами М8 с 
моментом затяжки 20 Н‧м. Для регистрации процесса уменьшения жесткости 
в силу накопления микроповреждений и саморазогрева в один из зажимов 
встроен датчик нагрузки. Толщину измерительного элемента зажима вы-
бирали из условия, что относительная деформация на поверхности должна 
быть менее 0,03%. Сигнал возбуждения измеряли пьезоэлектрическим аксе-
лерометром BCP T333B32 (с чувствительностью 100 мВ/г), подключенным 
к системе управления.

2.4. Методика испытаний на саморазогрев. Циклические испытания 
провели при частоте 10, 15 и 20 гц и амплитуде колебаний 4, 5, 6 и 7 мм. 
Частоту колебаний выбирали исходя из возможностей испытательного обо-
рудования. Для каждой комбинации амплитуды и частоты испытали по три 
образца с регистрацией изменения их жесткости и температуры. Полученные 
результаты усредняли.

На рис. 7 приведены зависимости нагрузка—время P — t , полученные 
датчиком нагрузки при частоте 15 гц и амплитудах 4—7 мм. Зависимости 
нагрузка—время при других частотах и амплитудах аналогичны. Изменение 
жесткости образцов характеризовало процесс накопления рассеянных ми-
кроповреждений и саморазогрев композита. При максимальной амплитуде 
колебаний изменение жесткости не превышало 10%, тогда как в остальных 
случаях наблюдали изменение не более 5%. Максимальные напряжения в 
рабочей части образца определили по стандартной балочной формуле
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Рис. 7. Зависимости нагрузка—время P—t, полученные при частоте 15 гц 
и амплитуде 4 (1); 5 (2); 6 (3); 7 мм (4). Подгоночные кривые: зеленая — 
P t t� � � � � � �0 02 135 6, ln , ;  голубая  — P t t� � � � � � �0 58 171 5, ln , ;  красная  — 

P t t� � � � � � �2 295 207 3, ln , ; черная — P t t� � � � � � �5 089 259 66, ln , .
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где P  — сила, полученная на силоизмерителе; l  и b  — длина и ширина 
образца соответственно. В начальный момент циклических испытаний 
напряжение на образцах было равно 95, 120, 145 и 172 МПа при амплиту-
де колебаний 4, 5, 6 и 7 мм соответственно. При этих условиях максималь-
ные напряжения не превышали 1/3 предела прочности стеклопластика при 
растяжении.

Поверхность образцов покрыли черной матовой краской для сниже-
ния их отражательной способности. Тепловизор Testo 882 устанавли-
вали на штатив; скорость съемки — шесть кадров в минуту, продолжи-
тельность эксперимента t  = 900 с. Все термограммы обработали в 
программе Testo IR [35].

2.5. Результаты циклических испытаний на знакопеременный изгиб. 
На рис. 8 показано распределение температуры на поверхности образца из 
стеклопластика при амплитуде 7 мм (напряжение 172 МПа) и частоте 20 гц 
в разные моменты времени. Видно, что выбранная форма образца позволила 
добиться равномерного тепловыделения практически по всей рабочей части 
образца.

При обработке термограмм для всех образцов выбирали одну и ту же 
точку в центре рабочей части и строили кривые изменения температуры 
во времени. Приращения температуры усредняли по трем образцам для ка-
ждой частоты и амплитуды. Усредненные кривые саморазогрева образцов 
из стеклопластика для всех амплитуд и частот колебаний представлены на 
рис. 9. Во всех случаях зависимость изменения температуры от времени 
имела два ярко выраженных участка. В течение первых 200—250 с проис-
ходило быстрое увеличение температуры, а затем наблюдали установив-
шийся режим, при котором температура практически не изменялась. Чем 
выше частота колебаний, тем больше повышение температуры образца. 
Максимальное изменение температуры составило 14 °С при частоте 20 
гц и амплитуде колебаний 7 мм (см. рис. 9—а—в).

Снижение температуры по достижении максимального значения на не-
которых кривых (см. рис. 9) наблюдали только в испытаниях с высокими 
частотами и амплитудами, которое могло быть связано с теплопередачей от 
внешних слоев к внутренним при переходе к стационарному режиму. Та-
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Рис. 8. Поле температуры на поверхности образца в моменты времени 0 (а); 60 (б); 
120 (в); 180 (г); 240 (д); 300 с (е) при изгибе с амплитудой 7 мм (напряжение 172 МПа) 

и частоте 20 гц.
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ким образом, эти случаи можно рассматривать как запас для предлагаемой 
модели.

2.6. Определение коэффициента конвекции стеклопластика при 
циклическом нагружении. В [36] приведено значение коэффициента кон-
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Рис. 9. Увеличение температуры DT со временем t  при циклическом знакоперемен-
ном изгибе образцов стеклопластика с частотой 10 (a); 15 (б); 20 гц (в) с разной 
амплитудой. Зеленые, голубые, красные и черные кружки соответствуют амплитуде 

4, 5, 6 и 7 мм.
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Рис. 10. Конечно­элементная модель образца для моделирования охлаждения.
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векции воздух—гладкая поверхность при продольном обтекании воздуха в 
нормальных условиях:

 � V V� � � �5 6 4 0, , ,  (12)

где V  — скорость обтекания. При поперечных колебаниях максимальная 
скорость воздушного потока при циклическом изгибе образца равна 
V fA� 2� , где f  и A  — частота и амплитуда колебаний соответственно. 
Высокочастотный знакопеременный изгиб сопровождается вихревыми 
явлениями, не соответствующими условиям продольного обдува. В лите-
ратурных источниках отсутствуют сведения о теплообмене при попереч-
ных колебаниях. По этой причине коэффициент конвекции определяли 
путем решения обратной задачи охлаждения образца при поперечных 
колебаниях.

Образец закрепляли только на подвижной части вибратора, а затем на-
гревали до 90 °С. Нагретый образец испытывали при разных амплитудах 
и частотах колебаний. Тепловизор измерял температуру образца в ходе 
охлаждения. Полученные кривые изменения температуры в зависимости 
от времени использовали в качестве исходных данных для численного 
моделирования.

Табл. 1
Термические свойства материалов образца и захватов

Параметр Образец Захват
GFRP Сталь

Плотность, кг/м3 1760 7850
Удельная теплоемкость, Дж/(кг·°C) 940 434

Изотропная теплопроводность, Вт/(м·°C) 0,36 60,5
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Рис. 11. Экспериментальное (a) и расчетное (б) поле температуры на образце.
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Для определения коэффициента конвекции образца стеклопластика 
при разных амплитудах и частотах колебаний была построена численная 
конечно­элементная модель (рис. 10). Анализ переходных процессов 
выполнили с помощью программного обеспечения ANSYS Workbench 
Transient Thermal. Термические свойства образца и захватов приведены в 
табл. 1. Температуру металлических захватов приняли равной температуре 
окружающей среды 22 °С, поскольку экспериментально установлено, что 
повышение их температуры при разогреве образца незначительно.

В соответствии с данными эксперимента температуру образца в на-
чальный момент установили равной 90 °С. Теплоотдачу в окружающую 
среду задали на всех свободных поверхностях образца. Для упрощения 
модели отверстия, через которые образец закрепляли в захватах, были 
исключены. Расчетную продолжительность охлаждения выбрали равной 
300 с. На рис. 11 проведено сравнение экспериментальных и расчетных 
полей температуры на поверхности образца в начальный момент. Видно, 
что распределение температуры в рабочей части равномерное.

Совпадение расчетных и экспериментальных кривых зависимости тем-
пературы от времени достигли путем варьирования эффективного коэффи-
циента конвекции для четырех частот колебаний и четырех разных ампли-
туд. На рис. 12 показана расчетная кривая температура—время T — t  с 
реальными тестовыми измерениями для частоты 20 гц и амплитуды 5 мм.

Расчеты показали, что эффективный коэффициент конвекции ли-
нейно зависит от скорости колебаний и изменяется в пределах от 12 
до 50 Вт/(м2‧°С). Полученные значения значительно превышают услов-
ный коэффициент α  = 5,6 Вт/(м2‧°С) [36, 37], использованный в [25] 
при расчетах саморазогрева образцов из стеклопластика при цикличе-
ском растяжении. Рассчитанные значения коэффициента конвекции 
аппроксимировали с помощью линейной зависимости, аналогичной 
уравнению (12) (рис. 13):

 �eff V V� � � �12 40 7, . (13)
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Рис. 12. Расчетная кривая температура—время T — t  (­ ­ ­) и экспериментальные 
значения (●).
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Рис. 13. Зависимость эффективного коэффициента конвекции α  от скорости коле-
баний V : точки — расчет; линия — аппроксимация линейной зависимостью (13).
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Рис. 14. Сравнение экспериментальных (●) и расчетных (­ ­ ­) зависимостей увели-
чения температуры со временем DT— t  образцов стеклопластика при циклическом 
знакопеременном изгибе с частотой 10 (a); 15 (б); 20 гц (в) с разными амплитудами. 
Зеленые, голубые, красные и черные кружки и линии соответствуют амплитуде 4, 

5, 6 и 7 мм.
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3. Сравнение экспериментальных и расчетных кривых саморазогрева

При расчете посредством уравнения (6) использовали значения физико­
механических свойств стеклопластика (см. раздел 1.1), зависимости коэф-
фициента потерь от напряжений (см. раздел 1.2) и коэффициента конвек-
ции от скорости колебаний (см. раздел 2.6). На рис. 14 представлены 
расчетные кривые саморазогрева DT— t  и экспериментальные значения 
для образцов из стеклопластика при знакопеременном изгибе.

Модель предсказала установившийся режим саморазогрева в интервале 
от 200 до 250 с на частотах от 10 до 20 гц соответственно, что хорошо 
согласуется с экспериментальными данными. В то же время практически 
во всех случаях аналитическая модель предсказывала температуру в уста-
новившемся режиме на 2—6 °С выше, чем в эксперименте (табл. 2). Такое 
расхождение может быть обусловлено влиянием различных факторов. 
Прежде всего, модель разработали в предположении о том, что энергия 
гистерезиса полностью преобразуется в тепловую энергию.

Важно отметить, что коэффициент конверсии теплообразования k , 
представляющий собой отношение механической энергии, преобразо-
ванной в тепло, в [31] приняли равным 0,8, тогда как в [38] использова-
ли k = 0,5. По этой причине провели дополнительное расчетное исследо-
вание и варьировали параметр коэффициента конверсии теплообразования. 
В настоящей работе наилучшее совпадение расчетных и эксперименталь-
ных данных для всех тестовых частот и амплитуд наблюдали при k  = 0,6 

Табл. 2
Экспериментальные результаты и расчетные значения, полученные 
при разных значениях коэффициента конверсии теплообразования

Частота, 
гц

Амплитуда, 
мм

Максимальное увеличение температуры DT, °C

Экспери-
мент

Модель
оригинальная 

(k = 1,0)
модифицирован-

ная (k = 0,6)
модифицирован-
ная (k = k(A, f))

10 4 1,8 3,9 2,4 1,6
5 2,3 6,6 3,9 2,7
6 4,6 9,5 5,7 3,9
7 6,1 12,6 7,5 5,5

15 4 1,1 4,4 2,7 1,8
5 4,5 7,4 4,5 3,4
6 5,8 10,0 6,0 5,5
7 8,8 14,8 8,9 10,1

20 4 2,3 4,4 2,6 2,1
5 4,0 7,0 4,2 4,4
6 7,1 10,3 6,2 8,9
7 14,1 11,6 6,9 13,6
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(см. данные табл. 2). В то же время можно сделать вывод о том, что коэф-
фициент конверсии теплообразования нелинейно зависит от амплитуды и 
частоты. С увеличением амплитуды колебаний возрастало количество 
микроповреждений в материале, таких как расслоения и трещины. Кроме 
того, увеличение частоты колебаний приводит к увеличению количества 
энергии, выделяемой за счет сухого трения (дополнительного тепло­
образования на вновь образованных поверхностях). При сопоставлении 
расчетных данных с экспериментальными была получена аппроксимаци-
онная зависимость для коэффициента конверсии теплообразования

 k A f fA fA, , , ,� � � � � � � � �2 06 2 1 23 2 0 63
2� � .  (14)

Максимальное значение повышения температуры, рассчитанное с учетом 
уравнения (14), также приведено в табл. 2. На рис. 14 представлены кривые 
самонагрева, рассчитанные с учетом k  = k A f,� �  при частотах 10, 15 и 
20 гц и амплитудах 4, 5, 6 и 7 мм.

Видно, что введение зависимости коэффициента конверсии теплообра-
зования от частоты и амплитуды позволяет существенно уменьшить 
различия между экспериментальной и расчетной максимальными темпе-
ратурами самонагрева. Отметим, что коэффициент конверсии теплообра-
зования k  также может компенсировать ошибки, связанные с определе-
нием коэффициента потерь.

Заключение

В работе представлены расчетные и экспериментальные результаты 
исследования кинетики саморазогрева стеклопластика при циклическом 
знакопеременном изгибе. По результатам работы можно сделать следую-
щие выводы.

1. Аналитическую модель, основанную на уравнениях теплового ба-
ланса, адаптировали для циклического знакопеременного изгиба. Модель 
учитывает влияние амплитуды и частоты колебаний, а также наличие 
конвективного теплообмена между композитом и окружающей средой.

2. Коэффициент потерь для стеклопластика определили с использова-
нием аппроксимации Рамберга—Осгуда диаграммы статического напряже-
ния—деформации. Установлено, что коэффициент потерь при знакопере-
менном изгибе вдвое больше, чем при повторном растяжении.

3. Образец клиновидной формы был разработан для изучения кинети-
ки саморазогрева композита при циклическом знакопеременном изгибе. 
Клиновидная форма позволила добиться равномерного распределения 
температуры в рабочей части образца.

4. Экспериментально установлено, что коэффициент конвекции су-
щественно зависит от скорости колебаний. Он изменялся почти линейно 
от 12 до 50 Вт/(м2·°С) при изменении скорости колебаний от 0 до 1 м/с 
соответственно.
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5. Сравнение расчетных и экспериментальных кривых саморазогрева 
показало, что разработанная модель предсказывает более высокую скорость 
саморазогрева, чем наблюдали в экспериментах. Наилучшего соответст-
вия расчетных и экспериментальных кривых саморазогрева достигли при 
введении в модель коэффициента конверсии теплообразования, нелинейно 
зависящего от амплитуды и частоты. Ошибка предсказания посредством 
модифицированной модели (см. табл. 2) во всех случаях не превышала 2 °С.

На следующем этапе исследований планируется экспериментальное 
определение коэффициента потерь и коэффициента конверсии теплообра-
зования как при знакопеременном, так и при пульсирующем изгибе.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного 
фонда (проект №. 18­19­00377).
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ТЕОРЕТИКО-ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЙ ПОДХОД 
К ОПРЕДЕЛЕНИЮ МЕХАНИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК 
ТОНКИХ ПОЛИМЕРНЫХ КОМПОЗИТНЫХ ПОКРЫТИЙ

M. I. Chebakov* and S. A. Danil’chenko

THEORETICAL-EXPERIMENTAL APPROACH TO DETERMINING 
THE MECHANICAL CHARACTERISTICS OF THIN POLYMER 

COMPOSITE COATINGS

Keywords: indentation, polymer composite coatings, finite-element 
modeling, yield strength

A method is proposed for determining the mechanical characteristics 
of thin polymer composite coatings by comparing the results of a 
numerical modeling and an indentation experiment. An elastoplastic 
axisymmetric problem for a two-layer base modeling the indentation 
process of thin coatings is considered. To solve it, the finite-element 
method and the ANSYS software package were used. A cone with 
special parameters of the taper angle and rounding radius at the 
vertex was used as an indenter. Such an indenter has the same 
function of area and depth projection as the standard Berkovich 
indenter, which was used during the experiments. The resulting 
model allows one to build “loading-unloading” curves similar to those 
obtained in an instrumental indentation. The main idea of this work 
was to obtain the yield strength of thin polymer composite coatings 
by comparing and approximating experimental and calculated curves 
for a set of known input parameters. In the future, the value obtained 
in this way can be taken as an approximate yield strength of the 
material. It is shown that, by applying an optimization algorithm to 
adjust the yield strength of the coating, it is possible to achieve a 
good agreement between the results of modeling and experiment.
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Ключевые слова: индентирование, покрытия полимерные компо-
зитные, моделирование конечно-элементное, предел текучести

Предложен способ определения механических характеристик 
тонких полимерных композитных покрытий путем сопоставле-
ния результатов численного моделирования и эксперимента по 
индентированию. Рассмотрена упругопластическая осесимме-
тричная задача для двухслойного основания, моделирующая 
процесс индентирования тонких покрытий. Для ее решения был 
применен метод конечных элементов и программный комплекс 
ANSYS. В качестве индентора использован конус со специаль-
ными параметрами угла конусности и радиуса закругления при 
вершине. Такой индентор имеет ту же функцию проекции площа-
ди и глубины, что и стандартный индентор Берковича, который 
применяли при проведении экспериментов. Полученная модель 
позволяет строить кривые нагрузка—разгрузка, аналогичные 
получаемым при инструментальном индентировании. Основная 
цель работы — получить значение предела текучести тонких 
полимерных композитных покрытий путем сравнения и при-
ближения экспериментальных и расчетных кривых, имея набор 
входных параметров. В дальнейшем найденную таким образом 
величину можно принять за приближенное значение предела 
текучести материала. Показано, что применение алгоритма 
оптимизации для корректировки значения предела текучести 
покрытия обусловливает хорошее согласование результатов 
моделирования и эксперимента.

Введение

Современная инженерия поверхности включает в себя процессы 
модифицирования поверхности изделий путем нанесения на нее раз-
личных покрытий [1—4]. Среди материалов, применяемых для создания 
покрытий, широкое распространение получили полимерные композитные 
материалы [5—7]. Эти композиты имеют матрицу на основе полимер-
ного материала с наполнителем. В качестве наполнителя используются 
различные вещества (углеродные, стеклянные, органические синтетиче-
ские волокна, мелкодисперсные порошковые наполнители) [8—11]. Как 
правило, такие поверхностные структуры обладают малой или сверх­
малой толщиной. В связи с этим возникает проблема определения их 
физико­механических свойств, поскольку классические методы в данном 
случае малоэффективны. Так, например, для определения прочностных 
характеристик покрытий согласно классическим методам, таким как 
испытания на растяжение/сжатие, необходимо предварительно отделить 
покрытие от основания. Даже для металлических покрытий относительно 
большой толщины данная задача является непростой, а для тонких поли-
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мерных покрытий практически невыполнимой. В связи с этим активно 
внедряются новые методики исследований, в том числе и компьютерное 
моделирование [12—14].

Одним из методов, широко применяемых при исследовании тонких 
покрытий и пленок, является метод непрерывного индентирования [15, 
16]. Он заключается в одновременном измерении силы вдавливания и 
перемещения индентора специальной формы для построения кривой 
нагрузка—разгрузка. Анализ такой кривой позволяет оценить твердость, 
модуль упругости, ползучесть и другие характеристики материала. Од-
нако экспериментальное определение некоторых характеристик, таких 
как предел текучести, для данных структур достаточно трудоемкое, а 
порой, и невозможное. Как известно, пределом текучести называют 
напряжение, после которого в разгруженном образце остается необра-
тимая деформация (обычно принимают 0,2%). По достижении предела 
текучести в подавляющем количестве материалов происходит деформа-
ционное упрочнение, и для того чтобы его деформировать, необходимо 
прикладывать всё большую нагрузку. Предел текучести является важным 
параметром, с помощью которого рассчитывают допустимые напряжения 
для пластичных материалов.

В настоящей работе сделана попытка оценить предел текучести тон-
ких покрытий из полимерных композитных материалов с матрицей на 
основе фенилона С­2 и различными мелкодисперсными наполнителями 
с помощью сравнения конечно­элементной модели индентирования и 
экспериментальных данных. В [17, 18] показано, что с помощью конеч-
но­элементной модели индентирования можно достаточно точно воспро-
изводить результаты эксперимента. 

Была рассмотрена осесимметричная контактная задача для двух-
слойного основания. Конечно­элементное моделирование выполняли с 
помощью программного комплекса ANSYS. В качестве индентора при-
меняли конус со специальными параметрами угла конусности и радиуса 
скругления при вершине. Такой индентор имеет ту же функцию проек-
ции площади и глубины, что и стандартный индентор Берковича [19]. 
Полученная модель позволяет строить кривые нагрузка—разгрузка, 
аналогичные экспериментальным. Для каждого покрытия был прове-
ден эксперимент на комплексе NanoTest 600 (Micro Materials Limited, 
UK). Полученные экспериментальные значения упругих характеристик 
композитов использовали в качестве входных параметров при расчетах. 
На основании сравнения кривых нагрузка—разгрузка проведена опти-
мизация значения предела текучести с целью получения максимального 
совпадения кривых. 

Результаты исследования показали, что, применив алгоритм оптими-
зации для корректировки значения предела текучести покрытия, удается 
добиться хорошего согласования между результатами моделирования и 
эксперимента.
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Описание эксперимента и постановка соответствующей контактной 
задачи

В качестве инструментария для определения упругих характеристик 
покрытий использовали метод индентирования и комплекс для определения 
физико­механических характеристик материалов в субмикро­ и наношкале 
NanoTest 600. Индентирование представляет собой процесс многократного 
погружения с линейно нарастающей нагрузкой индентора с заранее извест-
ными геометрическими параметрами и механическими свойствами в ис-
следуемый материал. Общая схема данного процесса нагружения приведе-
на на рис. 1. Здесь tup  — время линейного нарастания нагрузки от 0 до 
максимальной величины Pmax ; tcr  — время выдержки при неизменном 
значении Pmax  (для исследования ползучести); tdown  — время линейного 
снижения нагрузки до 10% от Pmax ; t0  — время выдержки при неизменном 
значении P0  (для исследования кинетики восстановления глубины отпе-
чатка после разгрузки, для коррекции на тепловой дрейф и др.). Процеду-
ра индентирования заключалась в выполнении 10 уколов в различных 
местах поверхности образца индентором Берковича по схеме, представлен-
ной на рис. 1. Места уколов выбираются таким образом, чтобы избежать 
влияния боковых границ образца. Величину усилия, прикладываемого к 
индентору, подбирали такой, чтобы максимальная глубина погружения не 
превышала 1/10 толщины покрытия. Таким образом, удается исключить 
влияние подложки на результаты измерений [20]. Для каждого цикла 
нагружения строили кривую индентирования ( P — h ­диаграмма) и с по-
мощью метода Оливера—Фарра [21] рассчитывали искомые параметры 
микротвердости, модуля упругости. Полученные данные усредняли и 
строили итоговую кривую индентирования, которую впоследствии и срав-
нивали с расчетной.

В качестве математической модели, соответствующей эксперимен-
ту, рассматривали осесимметричную квазистатическую контактную 
задачу об индентировании упругого цилиндра с композитным упруго-

Pmax

P

P0

t0

t

tdowntcrtup

Рис. 1. Типовой трапецеидальный импульс нагружения. Пояснения в тексте.
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пластическим покрытием жестким штампом. Основание представляет 
собой двухслойную конструкцию 0 0 2 0 1 2� � � � � � �� �r l z h h; ;� � , 
нижний слой которой 0 0 2 0 2� � � � � �� �r l z h; ;� �  упругий, а верхний 
0 0 2 2 1 2� � � � � � �� �r l h z h h; ;� �  — упругопластический (рис. 2—а), 

где r z, ,ϕ  — цилиндрические координаты. Штамп имеет сферокониче-
скую форму с углом конусности γ  и радиусом скругления при вершине 
R. Его геометрия описывается следующим образом: 0 0 2� � � �� r c; ;� �  
h h z h h h1 2 1 2 3� � � � � � , где h c b R3 1� � � � �( ) ( cos )tg � �  — высота ин-
дентора; b R� sin�  — радиус окружности, по которой соприкасаются 
сферическая и коническая поверхности индентора, c l= / 3 .

Поверхность основания 0 0 2 0� � � � �� �r l z; ;� �  жестко закреп­
лена, боковая поверхность r l z h h� � � � � �� �; ;0 2 0 1 2� �  и поверхность 
a r l z h h� � � � � �� �; ;0 2 1 2� �  вне штампа свободны от напряжений; 

a  — радиус области контакта. Штамп вдавливается в основание нор-
мальным усилием P t( )  в соответствии со схемой, показанной на рис. 1, 
трение под штампом при этом отсутствует. 

Для описания напряженно­деформированного состояния верхнего слоя 
0 0 2 2 1 2� � � � � � �� �r l h z h h; ;� �  используем соотношения теории упру-

гопластичности [22, 23], а нижнего слоя 0 0 2 0 2� � � � � �� �r l z h; ;� �  — 
соотношения теории упругости [24]. В качестве модели, описывающей 
поведение материала покрытия, выбрана модель билинейного изотропного 
упрочнения. Билинейное изотропное упрочнение описывается билинейной 
зависимостью эффективного напряжения от эффективной деформации. 
Начальный наклон диаграммы зависимости напряжение—деформация — 
это модуль упругости материала. За пределами заданного начального пре-
дела текучести развивается пластическая деформация, и зависимость на-
пряжения от общей деформации продолжается вдоль линии с наклоном, 
определяемым заданным касательным модулем. Будем предполагать, что 
деформация квазистатическая, без учета инерциальных членов в уравне-
ниях.

P t( )
z

O1

h1

h2

r

h3

b aa

l

R

c

�/2�/2

z

r

��

O1O1

Рис. 2. Геометрия задачи. Пояснения в тексте.
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Параметры слоев следующие: верхнего — E( )1  — модуль упругости, 
υ ( )1  — коэффициент Пуассона, s y

( )1  — предел текучести, G( )1  — каса-

тельный модуль упругости; нижнего — E( )2 ,υ ( )2  — модуль упругости, 
коэффициент Пуассона соответственно.

Граничные условия примут вид

 u u r l zr z
( ) ( )

, ; ,
2 2

0 0 0� � � � �� �   

 u u r l z hr r
( ) ( )

, ; ,
1 2

20� � � �� �  

 � � � �r r rz rz r l z h( ) ( ) ( )
,
( )

, ; ,
1 2 1 2

20� � � � �� �  

 � rz r l z h h( )
, ; ,

1
1 20 0� � � � �� �  

 � r r a z h h( )
, ; ,

1
1 20� � � �� �  

 u t r
R

r b z h hz
( )

( ) , ;
1

2

1 2
2

0� � � � � � �� �� , 

 u t r b b r a z h hz
( )

( ) , ;
1

1 2� � � � � � � � �� �� �tg . 

Здесь ur
i( ) , uz

i( )  — перемещения вдоль осей r и z соответственно; s r
i( ) ,

τ rz
i( )  — нормальные и касательные напряжения в верхнем при i =1  и ниж-

нем при i = 2  слое соответственно; a — радиус области контакта; δ ( )t  — 
смещение штампа под действием силы P t( ) .

При проведении расчетов использовали метод конечных элементов и 
программный комплекс ANSYS [25, 26]. На специальном языке Mechanical 
APDL была разработана программа, позволяющая строить и рассчитывать 
поставленную задачу при разных значениях входных параметров.

Основная идея работы — найти значение предела текучести тонких 
полимерных композитных покрытий путем сравнения и приближения 
экспериментальных и расчетных кривых, имея набор входных параметров. 
В дальнейшем полученное значение можно принять за приближенное 
значение предела текучести материала.

Проведение расчетов и сопоставление результатов

При расчетах использованы следующие геометрические параметры: 
толщина покрытия h1 50=  мкм (соответствует толщине покрытия экс­
периментальных образцов), толщина подложки h2 100=  мкм, радиус 
l =150  мкм. Радиус подобран таким образом, чтобы исключить влияние 
боковой границы на напряжения и деформации. При аппроксимации 
индентора Берковича применяли упрощенную модель, описанную в [27]. 
Согласно этой модели для штампа угол конусности γ задавали равным 
140,6°, а радиус скругления при вершине был рассчитан по приведенной 
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в [27] формуле и был равен R = 400 нм. Сфероконический индентор с 
такими параметрами имеет ту же функцию проекции площади и глубины, 
что и стандартный индентор Берковича, использованный при проведении 
эксперимента. Остальные необходимые параметры вычисляют из этих 
значений. Для всех рассмотренных покрытий в качестве материала под-
ложки использовали сталь с модулем упругости E( )2 5

2 10� �  МПа, коэф-
фициентом Пуассона � ( ) ,

2
0 28� .

На первом этапе расчетов было выполнено тестирование модели и 
оценка погрешности получаемых результатов. Для этого в качестве те-
стового материала был выбран фрагмент образца из чистого фенилона, 
полученный методом горячего прессования из порошка, для которого 
были определены все необходимые характеристики (табл. 1).

Для получения экспериментальной кривой нагрузка—разгрузка и 
последующего сравнения ее с расчетной проведена процедура инден-
тирования тестового образца с покрытием из фенилона на комплексе 
NanoTest 600. Исходя из соображений, описанных в [20], максимальная 
нагрузка Pmax  была установлена равной 100 мН. Для временных пара-
метров нагружения (см. рис. 1) устанавливали следующие значения: 
tup = 20  с, tcr = 0  с, tdown = 20  с, t0 60=  с. Полученную итоговую усред-
ненную кривую индентирования сравнивали с расчетной. Погрешность 
результатов моделирования оценивали путем вычисления средней 
абсолютной процентной ошибки (MAPE) по девяти точкам кривой: при 
нагрузках 20, 40, 60, 80 и 100 мН на этапе нагружения и 80, 60, 40 и 
20 мН — на этапе разгрузки (схема изображена на рис. 3—а) по фор-
муле

 MAPE �
�

�
�
�1 100
1n

h h

h

i i

ii

n
exp mod

exp
% , 

где hi
exp  — глубина проникновения индентора при нагрузке Pi  на экспе-

Табл. 1
Физико­механические характеристики покрытий

Характеристика Материал покрытия
Фенилон Фенилон + 5% Ф4МБ Фенилон + 5% ПФМС­4

E(1), ГПа 6,4 5,11 6,32
H(1), МПа 366 289 330

v(1) 0,3 0,33 0,3
s y
( )1 , МПа 215 - -

G(1), ГПа 2,46 1,92 2,43
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риментальной кривой; hi
mod  — глубина проникновения индентора при 

нагрузке Pi  на расчетной кривой, n = 9  — количество точек.
Как видно из данных рис. 3—б, с помощью моделирования удалось до-

биться достаточно хорошего совпадения кривых. Рассчитанная средняя аб-
солютная процентная ошибка равна 2,22%. Следовательно, можно сделать 
вывод о том, что модель позволяет с высокой точностью воспроизводить 
результаты эксперимента. Стоит отметить, что участок кривой разгрузки, 
на котором производилась выдержка, не учитывали при расчете погреш-
ности, так как коррекцию на тепловой дрейф в модели не проводили.

На основании приведенного вывода сделано предположение о том, что 
возможно количественно оценить значение предела текучести тонкого 
полимерного композитного покрытия путем сравнения эксперименталь-
ной и расчетной кривых индентирования и минимизации средней абсо-
лютной процентной ошибки. Данная задача была решена на втором этапе 
исследований. В качестве материалов покрытий использовали двухфазные 
композиты с матрицей на основе фенилона и наполнителями в виде мел-
кодисперсного порошка Ф4МБ (политетрафторэтилен) и 5% по объему 
кремнийорганической жидкости ПФМС­4. Были изготовлены соответ-

б
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Рис. 3. Схема расположения точек для расчета погрешности моделирования (а) и 
сравнение экспериментальной (­­­) и расчетной (——) кривых для образца с покры-

тием из фенилона (б).

Табл. 2
Значения предела текучести и MAPE, полученные для покрытий 

из фенилона + 5%Ф4МБ и фенилона + 5%ПФМС­4

Характеристика
Материал покрытия

Фенилон + 5% Ф4МБ Фенилон + 5% ПФМС­4
sT, МПа 6,5 6,9

MAPE, % 2,77 2,42
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ствующие образцы и для каждого проведена процедура индентирования, 
аналогичная процедуре с тестовым образцом с покрытием из фенилона 
(см. табл. 1). Первоначально неизвестное значение предела текучести s y

( )1  

задавали равным 1/3 от полученного значения микротвердости H ( )1 . Далее 
осуществляли оптимизацию данного параметра таким образом, чтобы 
добиться значения MAPE не более 3%. На рис. 4 проведено сравнение 
итоговых кривых, удовлетворяющих поставленному условию. Значения 
предела текучести и MAPE представлены в табл. 2.

Используя определенные значения предела текучести, рассчитали 
напряжено­деформированное состояние покрытий и определили макси-
мальную глубину погружения индентора hmax , остаточную глубину 
отпечатка после снятия нагрузки Dh , нормальные s y

( )1 , � y
( )1�  и эквива-

лентные напряжения по Мизесу sEQV
( )1 , �EQV

( )1�  при максимальной нагруз-
ке и после разгрузки соответственно в окрестности узла с координатами 

б
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Рис. 4. Сравнение экспериментальной (­­­) и расчетной (——) кривых для образцов 
с покрытием из фенилона + 5%Ф4МБ (а) и фенилона + 5%ПФМС­4 (б).

Табл. 3
Значения характеристик исследованных покрытий

Характеристика Материал покрытия
Фенилон Фенилон + 5% Ф4МБ Фенилон + 5% ПФМС­4

hmax, нм 3035 4115 3731
Dh, нм 1334 2652 2369

s y
( )1 , ГПа 2,12 1,54 1,92

� y
( )1� , ГПа 0,065 0,036 0,053

s
EQV
( )1

, ГПа 2,09 1,65 2,01

�
EQV
( )1� , ГПа 0,29 0,11 0,16
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r z h h� � � �� �0 0 1 2; ;� , а также коэффициент упругого восстановления 
Ke  (табл. 3). Значения sEQV

( )1  и Ke  вычисляли по формулам

 � � � � � � � �� �EQV
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 1 1 2 1 1 2 1 1 21

2
6� � � � � � �r z r z r�� �� �( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2� �� �z rz , 

 K h h
he �
�max

max

� . 

Расчеты показали, что покрытия с наполнителем оказались более 
пластичными, чем основа в виде фенилона, что вполне ожидаемо. Это 
выражено в снижении прочностных характеристик материала, что выте-
кает из значений эквивалентных напряжений по Мизесу s

EQV
( )1 , а также 

показателя упруго восстановления Ke . 

Заключение

Результаты численных экспериментов по моделированию процесса 
индентирования относительно тонких полимерных композитных покры-
тий позволяют сделать вывод о том, что разработанная модель с высокой 
точностью воспроизводит результаты эксперимента. Таким образом, мож-
но путем максимального приближения расчетной и экспериментальной 
кривых индентирования проводить количественную оценку физико­ме-
ханических характеристик материалов.

По результатам расчетов напряженно­деформированного состояния 
установлено, что введение рассмотренных наполнителей в матрицу 
обусловливает снижение ее упругих и прочностных характеристик, что 
необходимо учитывать при изготовлении деталей с такими покрытиями 
для конкретных условий эксплуатации.

Работа выполнена при финансовой поддержке Южного федерального 
университета, внутренний грант № ВнГр­07/2020­04­ИМ (Министерство 
науки и высшего образования Российской Федерации).
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МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ МОДУЛЕЙ СДВИГА КОМПОЗИТНЫХ 
МАТЕРИАЛОВ ИЗ ОПЫТОВ НА ТРЁХТОЧЕЧНЫЙ 

ПОПЕРЕЧНЫЙ ИЗГИБ 

V. I. Zhigun*, E. Z. Plume, S. A. Kristоne, L. L. Krasnov

METHOD FOR DETERMINING THE SHEAR MODULI OF COMPOSITE 
MATERIALS FROM EXPERIMENTS IN THE THREE-POINT 

TRANSVERSE BENDING

Keywords: composite materials, shear modulus, three-point trans-
verse bending

In order to reduce material costs, a simple and economical method 
without the use of strain gages was chosen, which is not widespread in 
practical implementations due to the high spread of the characteristic 
determined and its instability. It is based on the three-point transverse 
bending of specimens and measuring the deflection under the load 
applied. In this case, the shear modulus is calculated in two different 
ways. The tests were carried out on isotropic and on three types 
of composite materials with different reinforcement schemes. The 
control of the results obtained was carried out by testing similar 
samples in tension and bending by other proven methods. The main 
factors preventing the obtaining of stable and reliable values of shear 
moduli were established, one of which is the neglect of angular 
displacements of cross sections of the sample during calculation of 
the desired characteristics. It is shown that both the methods give 
very underestimated values of shear modulus for both isotropic and 
composite materials, with a very significant spread, which does 
not allow one to use the method considered in the presented form 
without corrections. It was established, that deflection under the load 
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is determined by the rotation angles of sample cross sections and by 
the span, and its value is equal to the product of the maximal cross-
sectional rotation angle and one third of the span length. It is shown 
that, taking into account the identified factors and some adjustment, 
this method is suitable for determining the shear modulus by the first 
or second method for both isotropic and composite materials.

Ключевые слова: материалы композитные, модуль сдвига, 
трёхточечный изгиб поперечный 

С целью снижения материальных затрат выбран простой и эко-
номичный метод, не предусматривающий использования тензо-
датчиков, не востребованный к практической реализации из-за 
высокого разброса определяемой характеристики и её неста-
бильности. Метод основан на трёхточечном поперечном изгибе 
образцов с замером прогиба под точкой приложения нагрузки. 
Модуль сдвига вычислен двумя способами. Испытания проводили 
на изотропном и трёх типах композитных материалов с разными 
схемами армирования. Контроль результатов осуществляли в 
ходе испытаний аналогичных образцов на растяжение и изгиб 
другим апробированным методом. Установлены основные факторы, 
препятствующие получению стабильных и достоверных значений 
модулей сдвига, одним из которых является отсутствие учёта 
угловых перемещений поперечных сечений образца при расчёте 
искомых характеристик. Показано, что оба способа дают очень 
заниженные значения модулей сдвига как для изотропного, так и 
для композитных материалов с весьма существенным разбросом, 
что не позволяет в представленном виде использовать рассматри-
ваемый метод для практического применения без корректировки. 
Установлено, что прогиб под точкой приложения нагрузки опре-
деляется углами поворота сечений образца и длиной пролёта, а 
его значение равно произведению максимального угла поворота 
сечения на одну треть длины пролёта. Показано, что при учёте 
выявленных факторов и некоторой корректировке данный метод 
пригоден для определения модулей сдвига как первым, так и вто-
рым способом, как изотропного, так и композитных материалов. 

Введение

Научно-технический прогресс неразрывно связан с созданием новых 
типов конструкционных материалов. Их разработка и внедрение требуют 
значительных материальных затрат для оценки физико-механических 
свойств этих материалов. Среди характеристик, требующих определения, 
привлекает внимание модуль сдвига. Эта характеристика выделяется как 
своей важностью для проектирования силовых элементов конструкций, 
так и отсутствием простого и надёжного метода её определения. Стан-
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дартизованные методы сложны в реализации. Они связаны с большими 
трудозатратами, обусловленными изготовлением, подготовкой образцов и 
специальных приспособлений, а также проведением экспериментальных 
исследований. Так, например, для определения модуля сдвига только одного 
образца необходимо как минимум два тензодатчика, стоимость каждого из 
которых на европейском рынке около 8—10 евро. Для надёжного установ-
ления значений этой характеристики требуется, как правило, четыре-пять 
образцов, что составляет значительные затраты даже без учёта издержек на 
подготовку образцов и наклейку тензодатчиков. Поэтому не прекращаются 
попытки совершенствования существующих и разработки новых, более 
приемлемых методов определения модуля сдвига. В частности, некоторые 
из вариантов решения этой задачи предложены в работах [1—6].

В работе [1] описан метод определения модулей упругости и модулей 
сдвига. Суть метода — одновременно один образец испытывают по схеме 
трёхточечного изгиба, а другой — по схеме четырёхточечного изгиба. В 
последнем варианте приведена удобная для практики формула определения 
модуля межслойного сдвига. Однако практическая реализация предложен-
ного метода достаточно сложна и не опробована ни в одной из известных 
авторам публикаций, что лишает возможности оценить его применимость 
для композитных материалов. 

Совершенно иной подход для определения сдвиговых характеристик 
композитных материалов предложен в [2]. Он основан на использовании 
теории Тимошенко, согласно которой максимальный прогиб короткой бал-
ки при трёхточечном изгибе представлен в виде (для удобства дальнейше-
го изложения здесь обозначение прогиба изменено с w  на y , все остальные 
обозначения приведены в точном соответствии с упоминаемой работой): 

 y y y Pl
EJ

Pla
G Amax � � � �b sh

b

3

1248
, 

где ɑ = 0,3; оригинальные верхние индексы изг и сдв заменены на b и sh. 
Далее сформулирована математическая задача для определения неизвест-
ных значений EJ b  и G12 . При этом сначала из опытов на простое растя-
жение стандартных образцов определяют модули Юнга и коэффициенты 
Пуассона. Затем проводят испытания на трёхточечный изгиб по крайней 
мере двух групп образцов при разных значениях l , Jx  и площади A , 
записывают n  соотношений в виде

 y P l
EJ

P l a
G An

n n

n

n n

n
� �

3

1248
b

, 

из которых путём решения обратной задачи для длинных и коротких балок 
определяют модуль сдвига. Однако данный метод достаточно сложен в 
реализации и весьма трудозатратен ввиду необходимости использования 
серии образцов разных размеров, их испытания и проведения расчётов. В 
работе [3] c использованием отмеченного подхода разработана методика 
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идентификации жесткостных характеристик однонаправленно армирован-
ных композитов. В качестве материала использован однонаправленный 
стеклопластик, изготовленный в виде труб пултрузионным методом. Об-
разцы в виде плоских стержней вырезали из труб вдоль направления ар-
мирования. В отличие от работы [2] для сравнения образцы испытывали 
не только на изгиб и растяжение, но и на сдвиг. Испытания на сдвиг осу-
ществляли на образцах крестообразной формы. В работе отмечено, что 
удовлетворительного согласования значений G12 , определённых предло-
женным способом и полученных путём испытания на сдвиг крестообраз-
ных образцов, получить не удалось. Причиной этого, по мнению авторов, 
является то, что при испытании разных серий образцов при разных на-
грузках получают разные значения G12 . Связано это с тем, что зависимость 
касательных напряжений от угла сдвига является нелинейной. 

Этот же подход, основанный на значении прогиба под точкой приложе-
ния нагрузки, состоящего из суммы двух прогибов, использован в [4] для 
определения модуля сдвига композитного материала. Модуль изгиба Ef  
и модуль сдвига вне плоскости G13  определяли на однонаправленных 
ламинатах. Чтобы иметь два отношения пролета, испытали 4- и 12-слойные 
образцы с одинаковой длиной пролета (50 мм), т.е. два соотношения l h/  
были созданы за счёт толщины образца, что могло вносить ошибку в опре-
деление упругих характеристик. Отличие от описанного метода заключа-
ется лишь в способе вычисления сдвиговой составляющей прогиба. Метод 
также сложен в реализации, а достоверность определяемой характеристи-
ки при этом никак не подтверждается. Кроме того, сложность заключает-
ся в том, что модуль сдвига в описанном случае определяли в процессе 
отверждения, когда состояние матрицы резко меняется от резиноподобно-
го до стеклоподобного.

В работе [5] показано, что при испытании на трёхточечный изгиб 
вычисление модулей сдвига деревянных образцов согласно теории Тимо-
шенко приводит к существенному занижению результатов. Авторы пред-
ложили эмпирическое уравнение, по которому можно правильно опре-
делить модуль сдвига: на основании экспериментальных результатов и 
численных расчетов была предложена модификация исходного уравнения 
изгиба Тимошенко. Авторы считают, что главная причина расхождения 
теории изгиба Тимошенко и предложенного модифицированного уравне-
ния заключается в концентрации напряжений вблизи точки приложения 
нагрузки, которая не учитывается в теории Тимошенко.

Простотой и экономичностью выделяется метод, заключающийся в 
определении модулей сдвига композитных материалов из опытов на трёх-
точечный поперечный изгиб с помощью замера прогиба под точкой при-
ложения нагрузки [6]. Он также основан на теории Тимошенко, а именно: 
на использовании зависимости, учитывающей влияние деформаций сдви-
га на максимальный прогиб при испытании на трёхточечный поперечный 
изгиб [7]. Для стержня, свободно лежащего на двух опорах, нагруженного 
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в середине пролёта сосредоточенной силой P , данная зависимость пред-
ставлена как

 y
P l
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где y∗  — максимальный прогиб стержня без учёта влияния сдвигов; 
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h
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2

b ; h  — высота стержня; l  — длина пролёта; α  — коэф-

фициент, зависящий от формы поперечного сечения (для прямоугольного 
сечения α = 1,2); Ex

b  — модуль упругости при изгибе в направлении оси 
x , вычисленный при l h/ ≈ 35—40 (должен быть близок по значению 
модулю упругости образца, определённому при испытании на растяже-
ние). При этом модуль сдвига можно определять тремя способами. 

Первый заключается в его определении непосредственно по зависи-
мости (1). 

Второй, более трудоёмкий, базируется на использовании фиктивных 
модулей упругости. Расчёт модуля сдвига в этом случае производится по 
формуле
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E f1
b  — фиктивный модуль упругости, определяемый при большем, а E f2

b  — 
при меньшем значении l h/ . 

Третий способ определения модуля сдвига — графический. В коорди-

натах h l/� �2 — 1

Ex
b

 строят график в виде прямой, угол наклона которой к 

оси абсцисс равен 1 2/ Gxz , а её пересечение с осью ординат есть 1
Ex
b

. 

Данный способ является весьма трудозатратным и сложным в реализации. 
Подробно процесс определения этих характеристик изложен в [6]. 

В работе [8] была произведена оценка точности методики [6] с помо-
щью численного эксперимента на базе метода конечных элементов при 
известных точных значениях характеристик упругости материала образца 
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и варьировании радиуса закругления опор. Анализ результатов экспери-
мента показал, что методика [6] позволяет находить с достаточно высокой 
степенью точности лишь модуль упругости стеклотекстолита, ошибка 
определения модуля упругости не превышает 5%. Погрешность оценки 
межслойного модуля сдвига значительно выше, чем модуля упругости: для 
стеклопластика в исходном состоянии она равна ~ 20%. При этом экспери-
ментальное подтверждение полученных результатов в работе не приведено.

Непосредственное применение названного подхода при исследовании 
композитных материалов, как следует из работы [9], не приводит к дости-
жению поставленной цели. Причины отрицательного исхода при решении 
задачи в работе не описаны. 

Много работ посвящено сопоставлению значений модуля межслойного 
сдвига, полученных разными расчётными методами. Рассмотрим лишь 
некоторые из них [10—13]. В работе [10] были экспериментально иссле-
дованы эффективные модули поперечного сдвига для гофрированного 
картона методом блочного сдвига ASTM D4501 и испытанием на трёхто-
чечный изгиб. Значения модулей сдвига, полученных при испытании на 
трёхточечный изгиб, оказались значительно ниже полученных первым 
методом. Было сделано предположение, что это обусловлено локальным 
вдавливанием картона на опорах и вкладом изгибной деформации облицов-
ки. При сопоставлении экспериментальных результатов с данными метода 
конечных элементов значение модуля сдвига, полученное при испытании 
на трёхточечный изгиб, оказывалось примерно в два раза меньше пред-
сказанного. В работе [11] посредством испытаний на трёхточечный изгиб 
балки определены модули поперечного сдвига многослойного заполнителя 
и изгибная жёсткость цельнокомпозитных многослойных конструкций. Их 
значения сравнены с найденными в ходе аналитических решений и решений 
методом конечных элементов. Результаты, полученные этими тремя спо-
собами, оказались сопоставимы. В работе [12] модули поперечного сдвига 
сотового заполнителя были определены экспериментально, численно и 
аналитически. Аналитический подход, основанный на классической теории 
ламинирования, показал большие отклонения от экспериментальных дан-
ных. В [13] результаты анализа методом конечных элементов, проведённого 
для изучения возможности определения модуля сдвига клея в связанной 
геометрии с использованием испытания на трёхточечный изгиб на образ-
це многослойной балки, сравнивали с прогнозами двух аналитических 
решений. Рассмотрены предполагаемые причины значительного различия 
полученных результатов. Констатировано, что ни одна из них, взятая по 
отдельности, не может удовлетворительно объяснить имеющиеся расхож-
дения. Исходя из этого сделан вывод, что испытание на трёхточечный изгиб 
с использованием образца многослойной балки для определения модуля 
адгезионного сдвига является нежелательным методом. 

Приведённые данные в достаточной степени свидетельствуют о раз-
личии экспериментальных и расчётных значений модуля межслойного 
сдвига. Подтверждением этому является работа [14], где метод трёхточеч-
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ного изгиба признан приемлемым лишь для оценки предела прочности 
композитных материалов.

Анализ опубликованных работ показывает, что одной из основных при-
чин, препятствующих достижению прогресса в решении данной задачи, 
является недостаточная проработка исходной теоретической базы исследо-
вания. Она основана на зависимости, учитывающей влияние деформации 
сдвига на максимальный прогиб при изгибе, без учёта особенностей её 
использования. Учитывая потенциальную экономичность и простоту отме-
ченного метода определения модулей сдвига материалов различного типа, 
представляется целесообразным установить причины, препятствующие 
получению стабильных и достоверных результатов при использовании 
как первого, так и второго способов, а также оценить перспективность их 
применения. Всё это и составляет цель настоящей работы.

1. Задачи исследования

1.1. Неопределённые факторы и их значения. Можно предположить, 
что при использовании рассматриваемого подхода остались неучтёнными 
какие-то факторы, оказывающие негативное влияние на получаемые ре-
зультаты.

Анализ базовой зависимости (1) показывает, что при испытании на 
трёхточечный поперечный изгиб как изотропных, так и композитных 
материалов максимальный прогиб представляет собой сумму двух состав-
ляющих, содержащих модуль упругости при изгибе Ex

b , существенно 
зависящий от параметра l h/ . Так, снижение величины l h/  с 20 до 10 
приводит к уменьшению прогиба стального образца на 24,6%. Соглас-
но ГОСТ 25603-82 модуль Ex

b  достигает максимального значения при 
l h/ = 40, стабилен и не зависит от дальнейшего увеличения этого 
параметра. Публикации с данными об изменении величины прогиба в 
зависимости от изменения l h/  авторам неизвестны. Поэтому оценка 
приемлемости базовой зависимости к описанию прогиба с учётом сдвига 
является одним из факторов, требующих установления. 

Другим важным фактором, непосредственно относящимся к рассматри-
ваемому вопросу, является отсутствие связи с классическим подходом к 
оценке перемещений при поперечном изгибе. Исходя из классической 
теории изгиба балок следует, что трёхточечному поперечному изгибу балок 
свойственны два вида перемещений: линейные (прогибы) и угловые пе-
ремещения поперечных сечений вокруг нейтральной оси (углы поворота 
сечений Qx ). Первые обусловлены в основном изгибающими моментами, 
а вторые — поперечными силами. В рассмотренных работах учитывали 
прогибы от поперечных сил в суммарных прогибах образцов, а непосред-
ственный учёт угловых перемещений при расчёте определяемой характе-
ристики в них не предусмотрен.

Вызывает неопределённость и фактор простого суммирования отме-
ченных перемещений, а также отсутствие связи между линейными и 
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угловыми перемещениями. Этот фактор не нашёл экспериментального 
подтверждения. При проведении испытаний с разными значениями l h/  
прогиб, измеренный под точкой приложения силы P , оказывается меньше, 
чем рассчитанный с учётом составляющей от сдвига. Особенно заметно 
это проявляется при малых отношениях l h/  ( l h/ ˂ 25). 

1.2. Материалы и техника испытаний. Исследования проводили 
на изотропном (сталь) и трёх типах композитных материалов с разными 
видами армирования. Из композитных материалов использовали ортого-
нально армированный (1:1) стеклопластик, изготовленный на основе ров-
ницы, стеклоуглепластик, наружные слои которого изготовлены на основе 
стеклоткани, а внутренние — из углеродной ленты, а также углепластик, 
наружные слои которого уложены в продольном направлении 0°(1/4), а 
внутренние — под ±45°(3/4). 

Из выбранных материалов изготавливали образцы в виде стержней 
призматической формы прямоугольного сечения, используемые как для 
испытания на трёхточечный поперечный изгиб исследуемым методом, так 
и для испытания на растяжение с целью определения модуля упругости в 
продольном направлении и коэффициента Пуассона. Значения Ex  и ν yx  
определяли с помощью фольговых тензодатчиков, наклеенных на образец 
в средней его части согласно ГОСТ 25601-80. Проводили два варианта 
испытаний: первый — последовательное испытание двух или более об-
разцов при существенно различающихся значениях отношения l h/ , а 
второй — испытание одного образца при разных отношениях l h/ . В ос-
новном использовали второй вариант, обеспечивающий меньший разброс 
и стабильное воспроизведение значений искомых характеристик. 

Испытания проводили на машине MTS. Скорость перемещения ак-
тивного захвата 0,5 мм/мин. Прогиб измеряли с помощью стальной от-
тарированной пластинки, в конце зоны крепления которой наклеены два 
фольговых тензодатчика, подсоединённые к компьютеру. Прогиб измеряли 
автоматически от начала до окончания нагружения образца. Зависимость 
прогиба от силы представлена как в графическом, так и цифровом варианте 
с частотой опроса данных 10 раз в секунду. 

Максимальное значение отношения l h/  ( l h/ = 40) выбрано для того, 
чтобы сравнить значения модуля упругости, определённые из опытов 
на растяжение и поперечный изгиб. Его использовали лишь в начале 
испытаний выбранного материала. Три других значения отношения l h/  
выбраны для подтверждения достоверности полученных значений 
определяемой характеристики. Установку образца на разные пролёты при 
трёхточечном поперечном изгибе осуществляли с помощью передвижения 
на траверсе нижних опор на заданные расстояния. 

Образцы из стали использованы для более четкого установления кар-
тины изменения прогиба от сдвига при разных значениях l h/  при нагру-
жении на трёхточечный поперечный изгиб.
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Оценку свойств материалов проводили хорошо известными и апробиро-
ванными методами. С целью экономии материалов и снижения трудозатрат 
ее осуществляли лишь на двух материалах: стали и стеклопластике. 

Модуль упругости при растяжении стального стержня E+ = 215,3 ГПа, 
коэффициент Пуассона ν = 0,31. Как следует из этих данных, модуль 
сдвига равен

 G E�
�

�
�

�
�

�
2 1

215 3

2 1 0 31
82 17

( )

,

( , )
,

�
 ГПа. 

Значение модуля упругости, определённое при изгибе с отношением 
l h/ = 40, равно 215,6 ГПа. Оно хорошо согласуется с модулем упругости 
при растяжении.

Модули сдвига стеклопластика определяли из опытов на трёхточечный 
поперечный изгиб аналогичных образцов с измерением деформаций [15]. 
Значение модуля сдвига вычисляли по формуле 

 G P
Fxy

b �
�

3

4 1 2( )� �
, 

где P  — сила, приложенная к образцу; F  — площадь поперечного 
сечения образца; ε1 , ε2  — относительные деформации, измеренные 
тензодатчиками базой 6 мм, наклеенными под углами ±45° немного 
выше и ниже осевой линии образца. Полученные характеристики не-
обходимы в качестве основы для проведения дальнейшего анализа. 

2. Результаты исследования

Эксперименты показывают, что непосредственное использование 
зависимости (1) не представляется целесообразным из-за большого 
разброса данных и значительного их отличия от реальных значений. 
Так, например, для образцов из стали при l h/ = 14,4 определяемое 
значение Gb = 1,17 ГПа, при l h/ = 20 — 0,31 ГПа; для стеклопласти-
ка при l h/ = 10 Gxy

b = 0,34 ГПа, при l h/ = 19,41 — 0,36 ГПа. Реальные 
же их значения, полученные при l h/ = 40, для этих материалов равны 
82,17 и 3,64 ГПа соответственно. 

Аналогичную картину даёт и использование зависимости (2).
Исходя из изложенного ранее, оценку приемлемости базовой зависи-

мости, используемой для определения модулей сдвига, далее проводили 
с учётом её доработки путём исключения одного из очевидных факторов, 
а именно: простого суммирования прогибов от изгиба и сдвига. В зависи-
мости (1) знак был изменён с “+” на “–”. Это обусловлено как эксперимен-
тальными, так и расчётными данными определения модуля сдвига. Общий 
прогиб, измеренный под точкой приложения силы, оказывается заметно 
меньше, чем суммарный прогиб, рассчитанный по зависимости (1). Это 
приводит к существенному снижению расчётного значения модуля сдвига 
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по сравнению с реальным его значением. Изменение знака способствует 
сближению упомянутых значений. 

Расчётные и экспериментальные данные для стального стержня, приме-
няемые для анализа, приведены в табл. 1. Видно, что корректировка базовой 
зависимости привела к существеной стабилизации получаемых значений 
определяемой характеристики. Заметим, что эти значения оказались зани-
женными примерно в 10 раз по сравнению с их реальными значениями. 
Также видно, что использование первого способа определения модуля 
сдвига стального образца приводит к меньшему разбросу получаемых 
значений для каждого отношения l h/ , чем использование второго способа. 

Преимущество второго способа заключается в том, что он базируется 
на сочетании двух отношений l h/ , позволяющих регулировать разброс 
значений определяемого модуля сдвига. Малая величина выборки значений 
l h/  может повышать разброс. Подбор одного или двух сочетаний l h/  из 
большей выборки обеспечивает малый разброс и улучшает стабильность 
определяемой характеристики. При этом чем большее количество l h/  
имеется, тем меньший разброс и большую стабильность определяемой 
характеристики удаётся обеспечить. Результаты испытаний образцов из 
стеклопластика представлены в табл. 2. 

Модуль сдвига в плоскости основного армирования Gxy  и модуль меж-
слойного сдвига Gxz , рассчитанные по формуле (1), зависят от отношения 
l h/ , а их значения для большинства отношений l h/  заметно ниже реаль-
ных, но в гораздо меньшей степени, чем это имеет место для образцов из 
стали. Такая же картина наблюдается и при расчёте значений модулей 
сдвига стеклопластика по формуле (2) (табл. 3). Сочетание двух разных 
параметров l h/  заметно снижает разброс значений модулей сдвига. Второй 
способ не даёт большого разброса значений модулей сдвига как в плоско-
сти xy , так и в плоскости xz , в отличие от первого. Сочетание разных 
отношений l h/  позволяет в достаточно широких пределах изменять зна-

Табл. 1
Зависимость определяемых характеристик при трёхточечном поперечном 

изгибе стального образца от параметра l h/

Расчёт по зависимости (1) Расчёт по зависимости (2)

Характеристика l/h Характеристика l/h
20 14,4 10,4 20 14,4 10,4

P, кН 1,276 1,208 1,908 P, кН 1,276 1,208 1,908
ymax, мм 0,782 0,300 0,199 ymax, мм 0,782 0,300 0,199
y*, мм 0,711 0,252 0,149 Ex, ГПа 195,68 180,24 161,50

Gb, ГПа 6,46 6,41 7,17 Gb, ГПа 6,98 5,48 8,25
Gb/G+ 0,079 0,078 0,087 Gb/G+ 0,085 0,067 0,1004

П р и м е ч а н и я: G+ = 82,17 ГПа; для Gb  (расчёт по зависимости (1)) v = 5,20% 
(здесь и далее v  — коэффициент вариации); для Gb  (расчёт по зависимости (2)) 
v = 16,42%.
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чения модуля сдвига. Поэтому для стабилизации значений и снижения их 
разброса необходимо расширение сочетаний l h/ , что позволит осуще-
ствить более подходящий выбор.

Таким образом, проведённые исследования показывают, что использо-
вание базовой зависимости в её исходном состоянии не позволяет получать 
достоверные данные о модулях сдвига рассматриваемого класса материа-

Табл. 2
Зависимость определяемых характеристик стеклопластика 

при трёхточечном поперечном изгибе от параметра l h/  (расчёт 
по зависимости (1))

Характеристика Плоскость xy Плоскость xz
l/h 19,41 10,00 5,10 15,47 7,97 4,06

P, кН 0,104 0,458 0,856 0,200 0,408 0,640
ymax, мм 0,673 0,435 0,136 0,828 0,248 0,072

y∗ , мм 0,649 0,390 0,097 0,791 0,221 0,046

Gij
b , ГПа 2,01 2,43 2,79 2,51 3,54 3,02

G Gij ij
b exp
/ 0,552 0,668 0,766 0,700 0,987 0,842

П р и м е ч а н и я: Ex
b = 23,40 ГПа при l h/ = 40; модули сдвига, определённые 

при испытании на трёхточечный поперечный изгиб c измерением деформаций 
равны: Gxy

exp = 3,64 ГПа, Gxz
exp = 3,59 ГПа; для плоскости xy  i x= , j y= ; для 

плоскости xz  i x= , j z= ; для Gxy
b  v = 13,22%.; для Gxz

b  v = 26,9%.

Табл. 3
Зависимость определяемых характеристик стеклопластика 

при трёхточечном поперечном изгибе от параметра l h/  (расчёт 
по зависимости (2))

Характеристика Плоскость xy Плоскость xz
l/h 19,41 10,00 5,10 15,47 7,97 4,06

P, кН 0,104 0,458 0,856 0,200 0,408 0,640
ymax, мм 0,673 0,435 0,136 0,828 0,248 0,072
Ef , ГПа 2,250 2,096 1,687 2,234 2,081 1,497

B2 8,540 7,776 7,970 5,448 8,390 7,543
Ex , ГПа 23,11 22,92 23,07 22,95 24,11 23,19
Gij

b , ГПа 2,71 2,95 2,90 4,21 2,87 3,07

G Gij ij
b exp
/ 0,745 0,810 0,796 1,174 0,800 0,856

Сочетание l h/ 19,41—
10,00

10,00—
5,10

19,41—
5,10

15,47—
7,97

7,97—
4,06

15,47—
4,06

П р и м е ч а н и я: Gxy
exp =3,64 ГПа, Gxz

exp =3,59 ГПа; для Ex  в плоскости xy  
v = 0,36%; для Ex  в плоскости xz  v = 2,13%; для Gxy

b  v = 3,60%; для Gxz
b  v = 17,40%.
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лов. Некоторая корректировка её за счёт исключения одного из отмеченных 
факторов способствует получению приемлемых результатов. При этом ха-
рактерной особенностью испытания образцов из стали является получение 
значений модуля сдвига, заниженных в 10 и более раз.

Оценка влияния другого отмеченного фактора (углового перемещения) 
на модуль сдвига, определяемый рассматриваемыми способами, также 
была осуществлена на образцах, изготовленных из тех же двух типов 
материалов: стеклопластика и стали. Исходные данные для расчёта взяты 
из табл. 2 и 3. Полученные значения углов поворота сечений и расчётные 
значения модулей сдвига стеклопластика с учётом отмеченного фактора 
приведены в табл. 4. 

Как видно из последней строки таблицы, полученные в результате 
учёта угловых перемещений значения модулей сдвига стеклопластика в 
обеих плоскостях значительно лучше согласуются с реальными значения-
ми. Особенно заметно аналогичное улучшение для стали при использо-
вании первого способа (табл. 5), если принять коэффициент формы об-
разца β =12 вместо β =1,2. 

Здесь следует отметить замечание С. П. Тимошенко о численном значе-
нии β : “...Поэтому нельзя дать достаточно надёжных формул для вычис-
ления дополнительного прогиба, зависящего от величины β , т.е. прогиба, 

Табл. 4
Расчётные значения модулей сдвига стеклопластика, определённые 

первым способом 

Характеристика Плоскость xy Плоскость xz
l/h 19,41 10,00 5,10 15,47 7,97 4,06

Q0, рад 0,0098 0,0115 0,0056 0,0120 0,0065 0,0026
Gij

b , ГПа 2,98 3,26 3,12 3,71 4,62 3,31
G Gij ij
b exp
/ 0,819 0,896 0,857 1,035 1,290 0,922

П р и м е ч а н и я: Gxy
exp = 3,64 ГПа, Gxz

exp = 3,59 ГПа; Q0  — угол поворота 
сечения на опоре; для Gxy

b  v = 3,82%; для Gxz
b  v = 15,50%.

Табл. 5
Расчётные значения модуля сдвига стального стержня, определённые 

первым способом с учётом угловых перемещений

Характеристика l/h
20,0 14,4 10,4

Q0, рад 0,0213 0,0105 0,0860
Gb, ГПа 82,54 81,35 86,77
Gb/G+ 1,004 0,990 1,056

П р и м е ч а н и е: G+ = 82,17 ГПа; для Gb  v = 2,78%.
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обусловленного касательными напряжениями” [16, с. 148]. По его мнению, 
“... большие погрешности элементарная теория может дать лишь в случае 
балок прямоугольного сечения, имеющих малую высоту и большую ши-
рину”. Это нашло подтверждение при испытании образцов из стеклопла-
стика с высотой сечения, превышающей его ширину (см. табл. 2, 3). 
Зависимость численного значения коэффициента β  от многих факторов, 
подлежащих детальному исследованию, отмечена также в работе [4].

Второй способ также даёт незначительный разброс значений модуля 
сдвига, и его значения, определённые при разном отношении l h/ , хорошо 
согласуются с полученным другим, апробированным методом. Так, напри-
мер, для стальных образцов, испытанных при l h/ = 10,4 и 14,4 и β =12, 
Gb = 82,51 ГПа. Это значение практически не отличается от значения 
G+ . 

Вопрос зависимости коэффициента β  от формы поперечного сечения 
образца, относящийся к данному исследованию, представляет большой 
практический интерес, однако в задачи исследования он не входит. Отме-
тим, что высота поперечного сечения всех стальных образцов в три-пять 
раз ниже его ширины. Возможно, это как-то сказалось на значении β  
образцов из стали. 

Расчёты модулей сдвига таким способом здесь не приведены, так как 
это не входит в задачи работы. Практическая их реализация, а также дру-
гих возможных способов рассматриваемого подхода требует отдельного, 
детального описания. 

Одной из главных составляющих обоих способов, как следует из зависи-
мостей (1) и (2), является прогиб, поэтому представляет практический инте-
рес оценить его зависимость от основных определяющих компонентов P  и 
l h/ . Это также позволит лучше установить влияние роста поперечной на-
грузки на изменения названных факторов при уменьшении величины l h/ . 

Исследовали одни и те же образцы при разных значениях l h/ , но оди-
наковом для них значении P l h/� �3 : при каждом изменении l h/  изменя-
лась и нагрузка, прилагаемая к образцу, причём на такую величину, чтобы 
выполнялось условие P l h/� �3 = const. Минимальную нагрузку P  при 
максимальном значении l h/  (пролёта) устанавливали такой, чтобы мак-
симальная нагрузка при минимальном значении пролёта соответствовала 
упругой зоне материала. Иными словами, чтобы зависимость P yn n  
имела линейный характер. Следует отметить, что указанная зависимость 
для всех исследованных материалов имела линейный характер вплоть до 
60—70% от предельной разрушающей нагрузки при изгибе, а все исследо-
ванные характеристики определяли на её начальном участке. Здесь указан-
ная зависимость не представлена, так как для всех использованных в ра-
боте материалов она давно и хорошо изучена (см., например, [17, 3]). 

Полученные экспериментальные и расчётные значения параметров 
приведены в табл. 6. Из данных таблицы видно, что при трёхточечном 
изгибе с принятыми условиями нагружения имеет место одинаковое зна-
чение прогиба от сдвига yQ  при всех значениях l h/  для одного и того же 
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материала независимо от его типа и структуры армирования. Это свиде-
тельствует о том, что прогиб от сдвига непосредственно не подвержен 
значительному влиянию поперечной нагрузки, значения которой при мак-
симальном и минимальном l h/ , например, для стального образца, разли-
чаются в 3,738:0,200 = 18,69 раз. Прогибы y∗ , рассчитанные без учёта 
сдвигов, также не зависят от величины l h/  и имеют равное значение для 
каждого из материалов, что следует из принятых условий испытаний. Мак-
симальный прогиб под точкой приложения нагрузки, обозначенный в табл. 6 
как y  (измеряемый), также не изменяется при изменении l h/ . Однако 
это справедливо только для относительно больших рассмотренных про-
лётов ( l h/ ≥ 14,4). При испытании образцов с более низкими значениями 
l h/ , например, для стали при l h/ = 10,4, имеет место повышенное значе-
ние измеряемого прогиба: y = 0,349 мм (см. табл. 6). Это обусловлено тем, 
что установленная нагрузка для этого значения l h/  создаёт напряжения, 
превышающие предел упругости (образец после изгиба иногда оставляет 
заметную остаточную деформацию). Такая картина имеет место как для 
стальных образцов, так и для образцов из композитных материалов, осо-
бенностью которых является разрушение от сдвига при относительно не-
больших l h/ ≤ 10 в случае заметного превышения установленного уровня 
нагрузки. Как следует из данных табл. 6, существенные изменения наблю-

Табл. 6
Зависимость параметров образца от величины l h/  при нагружении на 

трёхточечный поперечный изгиб с одинаковым значением P l h/� �3

Материал
Параметр

h, мм l/h P, кН y, мм y*, мм yQ, мм Q0, рад
Сталь 5,0 27,60 0,200 0,293 0,293 0,294 0,0064

20,00 0,525 0,292 0,293 0,00878
14,40 1,408 0,293 0,293 0,0122
10,40 3,738 0,349 0,293 0,0169

Стеклопластик 
(плоскость xz )

11,3 12,21 0,200 0,391 0,354 0,354 0,0077
4,60 3,738 0,523 0,354 0,0204

Стеклопластик 
(плоскость xy )

12,0 11,50 0,200 0,325 0,314 0,314 0,0068
4,33 3,738 0,464 0,314 0,0181

Стеклоуглепластик 4,4 31,36 0,040 0,577 0,532 0,534 0,0116
16,36 0,282 0,579 0,533 0,0222
11,81 0,748 0,577 0, 532 0,0307
9,54 1,446 1,496 0,532 0,0380

Углепластик 5,4 25,55 0,102 0,449 0,400 0,400 0,0087
13,33 0,718 0,550 0,401 0,0167
9,63 1,907 0,566 0,402 0,0232
7,78 3,619 0,767 0,402 0,0287
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даются лишь для угла поворота сечения образца. Наблюдается обратно 
пропорциональная зависимость Q0  от l h/  для всех рассмотренных мате-
риалов и указанных значений l h/ . Так, для стального образца снижение 
величины l h/  в 2,654 раза (с 27,6 до 10,4) приводит к росту значений Q0  
в 2,653 раза. Для стеклоуглепластика снижение величины l h/  в 3,287 раза 
приводит к росту значений Q0  в 3,276 раза. 

Рассматриваемая схема нагружения приведена на рисунке. Максималь-
ный угол поворота сечения образца имеет место на опорах. Это следует из 
решения, полученного на основе дифференциального уравнения упругой 
линии балки [18]

 EJ d y
dx

M
2

2 = , (3)

где E  — модуль упругости образца в направлении оси x ; J  — момент 
инерции поперечного сечения образца относительно нейтральной оси z ; 
M  — изгибающий момент от внешних сил. 

Для рассматриваемой схемы нагружения на трёхточечный попереч-
ный изгиб с приложением силы в середине пролёта и началом координат, 
выбранным на левой опоре, уравнение (3) для текущего сечения можно 
представить в виде

 EJ d y
dx

P x
2

2 2
= . 

Дважды интегрируя это уравнение, получим

 EJ dy
dx

P x C� �
2 2

2
, 

 EJy P x Cx D� � �
2 6

3

. 

Постоянные интегрирования C  и D  определяли исходя из граничных 

y
P

xA B

x

l/2

l

Рассматриваемая схема нагружения.
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условий на опорах и симметрии нагружения

 C Pl
� �

2

16
, D = 0 . 

Окончательное выражение для угла поворота представлено в виде 

 �x
Px
Ebh

Pl
Ebh

� �
3 3

4

2

3

2

3
, 

где x  — координата от левой опоры до сечения;  0 2£ £x l / . При 
x = 0 

 � �0

2
2 23

4

3

4
� � �

� �
� � � � �max

( ) ( )P l
h

EF
P
F

l
h
E

l
h
E

� , (4)

а при x l= / 2  — �l /2 0� . Как видно, на рассматриваемом участке от 
левой опоры до точки приложения силы P  углы поворота сечений изме-
няются от максимального их значения на опоре � �0 � max  до минималь-
ного �l /2 0�  под точкой приложения силы P . Из формулы (4) следует, 
что углы поворота сечений определяются не только касательными напря-

жениями, но и параметром 
( )l h
E

2

. Изменение этого параметра существен-
но отражается на изменении как угловых перемещений, так и прогиба. 

Снижение 
( )l h
E

2

 приводит к одновременному уменьшению угловых 
перемещений, суммарное значение которых оказывается заметно ниже 
исходных значений (прогибов).

Представляет практический интерес установление связи между углом 
поворота сечения образца и прогибом для рассматриваемой схемы на-
гружения.

Максимальный прогиб под точкой приложения нагрузки без учёта 
сдвигов равен

 y Pl
EF

l
h

� �
�

�
���

�

�
���

4

2

. 

Принимая во внимание выражение для максимального угла поворота 
сечения образца � �0 � max , прогиб y∗  можно представить как 

 y y l� � �� �
3

0 . (5)

Входящий в (5) параметр l / 3 , по-видимому, представляет собой рас-
стояние от центра тяжести прямоугольного треугольника до его вершины. 
Одним из катетов этого треугольника является угол поворота сечения 
образца на опоре, другим — продольная ось образца, а гипотенузой — 
линия, совпадающая с кривой углов поворота сечений на участке от опоры 
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до центра приложения силы P  (вершины треугольника). Кривая углов 
поворота сечений на рассматриваемом участке имеет линейный характер 
вследствие линейного характера зависимости P y  на начальном участке, 
(который достигает 60—70% от её предельной разрушающей величины), 
что подтверждают данные работы [19]. Экспериментальные данные, пред-
ставленные в табл. 6, хорошо подтверждают приемлемость уравнения (5) 
для оценки максимального прогиба для рассматриваемых типов конструк-
ционных материалов. 

Заключение

Полученные данные свидетельствуют о том, что рассмотренный метод 
определения модулей сдвига из опытов на трёхточечный поперечный изгиб 
даёт нестабильные результаты и большой разброс значений при расчёте 
как первым, так и вторым способом для исследованных изотропных и 
анизотропных материалов, что исключает возможность его практического 
использования. При этом установлено, что положение, при котором общий 
прогиб под точкой приложения нагрузки образуется суммированием про-
гибов от изгиба и сдвига, на чём базируются используемые зависимости, 
не подтверждается экспериментально. Установлена связь между линей-
ными и угловыми перемещениями. Установлено также, что отмеченный 
прогиб определяется углами поворота сечений образца и длиной пролёта. 
Его значение равно произведению максимального угла поворота сечения 
и одной трети длины пролёта. Показано, что учёт прогиба от угловых 
перемещений и некоторая корректировка расчётных зависимостей с учё-
том данных проведённого исследования позволяют использовать данный 
метод на практике при расчёте как первым, так и вторым способом. Это 
также открывает широкие возможности для создания новых экономичных 
методов определения модулей сдвига конструкционных материалов. 
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ОЦЕНКА ТЕМПЕРАТУРНЫХ ОСТАТОЧНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ 
В СЛОИСТОМ КЕРАМИЧЕСКОМ КОМПОЗИТЕ

I. Yu. Smolin*, V. A. Zimina, and S. P. Buyakova

ESTIMATION OF RESIDUAL THERMAL STRESSES IN A LAYERED 
CERAMIC COMPOSITE

Keywords: residual stresses, high-temperature ceramics, layered 
composite, numerical modeling, analytical solution

For the first time, an analysis of the thermal stress distribution arising 
in a layered ZrB2—SiC—ZrO2 ceramic disk during its manufac­
turing was performed using numerical and analytical methods. The 
numerical modeling is implemented by the finite­element method 
considering the temperature dependence of properties of composite 
components. The residual stress distribution across the layers has 
a sawtooth character, in which stresses take both negative and 
positive values. A new analytical solution based on a simplified one­
dimensional formulation of the problem for the central part of the 
disk is proposed. This solution shows that the residual stresses are 
determined not only by the coefficients of thermal expansion and 
by the biaxial elastic modulus of the connected materials, but also 
by the thickness and location of layers. The results of the analytical 
solution obtained were in a good agreement with outcomes of the 
numerical modeling. It is shown that, to estimate the residual stress 
in a laminated composite, with assumption that the properties of 
composite components are temperature-independent, it is appropriate 
to use the thermomechanical characteristics corresponding to a 
high temperature rather than a room or average ones. The effect of 
porosity on the residual stress in a laminated ceramic composite was 
studied. It is found that the consideration of porosity decreased the 
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residual stresses only in the layers that are made porous. Results of 
the study provide a basis for analyzing residual stresses in laminated 
composites of different compositions and in specific engineering 
applications.

Ключевые слова: напряжения остаточные, керамика высоко-
температурная, композит слоистый, моделирование численное, 
решение аналитическое

Впервые выполнен анализ распределения температурных на-
пряжений, возникших в слоистом керамическом диске ZrB2—
SiC—ZrO2 при его изготовлении, с применением численных и 
аналитических методов. Численное моделирование реализовано 
методом конечных элементов с учетом зависимости свойств 
компонентов композита от температуры. Распределение оста-
точных напряжений поперек слоев имеет пилообразный харак-
тер, в котором напряжения принимают как отрицательные, так 
и положительные значения. Предложено новое аналитическое 
решение, основанное на упрощенной одномерной постановке 
задачи для центральной части диска. Это решение показало, 
что уровень остаточных напряжений определяется не только 
значениями коэффициентов термического расширения и двух­
осных модулей упругости соединенных материалов, но также 
толщиной и расположением слоев. Результаты полученного 
аналитического решения хорошо согласуются с результатами 
численного моделирования. Показано, что для оценок остаточ-
ных напряжений в слоистом композите в предположении, что 
свойства составляющих композита не зависят от температуры, 
целесообразнее брать термомеханические характеристики при 
высокой температуре, а не комнатной или средней температуре. 
Приведены результаты оценки влияния пористости на значения 
остаточных напряжений в слоистом керамическом композите. 
Установлено, что учет пористости приводит к уменьшению оста-
точных напряжений только в тех слоях, в которых она введена. 
Результаты исследования представляют основу для выполнения 
анализа остаточных напряжений для слоистых композитов раз-
ного состава и конкретных инженерных приложений.

Введение

В последнее время большое внимание уделяется сверхвысокотем-
пературной керамике на основе диборида циркония (ZrB2) с добав-
ками карбида кремния (SiC). Это один из перспективных материалов 
для использования в экстремальных тепловых и химических условиях 
воздействия [1, 2]. Добавки SiC улучшают уплотнение, механические 
свойства и окислительную стойкость ZrB2 [3]. Недостаточно высокая 
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прочность и вязкость разрушения такой керамики ограничивает области 
ее применения. Для устранения этого недостатка дополнительно вводят 
в состав керамического композита диоксид циркония (ZrO2), который 
благодаря фазовым переходам позволяет увеличить вязкость разруше-
ния и прочность керамики [4]. Таким образом, композитная керамика 
ZrB2—SiC—ZrO2 обладает высокой механической прочностью, хорошей 
устойчивостью к окислению, вязкостью разрушения и перспективна для 
применения в качестве высокотемпературных теплозащитных материалов.

Для направленного регулирования и оптимизации эксплуатационных 
характеристик изделий перспективным является создание функциональ-
но-градиентных и слоистых композитных материалов. В таких материалах 
отдельные слои или слоевые участки выполняют одну или несколько 
самостоятельных функциональных задач [5, 6]. При оценке прочности из-
делий из слоистых композитов важно учитывать термические остаточные 
напряжения, которые возникают на границах раздела и вызваны разными 
значениями теплофизических свойств соседних слоев [7, 8]. В связи с 
этим изучение внутренних термических напряжений, закономерностей их 
формирования и влияния на прочность слоистых композитных материалов 
вызывает большой научный и практический интерес.

Методы определения остаточных напряжений подразделяют на экспе-
риментальные, аналитические и численные. Применение аналитических 
и численных методов более эффективно, поскольку они значительно де-
шевле и доступнее по сравнению с экспериментальными методами, а их 
подготовка и проведение требуют меньше затрат по времени. В литературе 
достаточно широко используют как аналитические подходы [8—11], так 
и современные методы численного моделирования [12, 13] для расчета 
остаточных напряжений в разных слоистых композитах.

В работе [8] с помощью аналитического решения исследовано рас-
пределение термических напряжений вокруг квазитреугольного отвер-
стия в симметричном слоистом композите, состоящем из слоев разных 
композитных материалов. Рассмотрено влияние таких параметров, как 
ориентация отверстия, степень закругления углов и соотношение сторон, 
угол теплового потока, последовательность укладки и свойств слоев на 
распределение термических напряжений вокруг отверстия. Авторы рабо-
ты [9] для прогнозирования распределения температурных напряжений 
внутри трехслойной структуры из изотропных слоев разработали анали-
тическую модель на основе теории балок Эйлера—Бернулли и условий 
совместности деформаций на границах раздела слоев. Они получили 
решение для термических напряжений в замкнутой форме, учитывающее 
свойства и геометрию композита, которое представляет собой простую и 
эффективную формулу для оценки уровня напряжений в слоях. Разработ-
ка аналитической модели для прогнозирования остаточных напряжений 
в двухслойном теплозащитном керамическом покрытии представлена в 
работе [10]. Модель учитывает процесс изготовления композита, зависи-
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мость коэффициента термического расширения от температуры и толщи-
ны слоев композита. Авторы [12], используя программное обеспечение 
ABAQUS, с помощью специальной пользовательской подпрограммы 
численно исследовали распределение остаточных напряжений вблизи 
свободного края многослойной композитной пластины с полимерными 
слоями. Для оценки остаточных напряжений в ламинате было проведено 
моделирование процесса отверждения с использованием совместного тер-
мического и конструкционного анализов. Анализ литературы показывает, 
что для наиболее точного определения остаточных термических напря-
жений важно учитывать особенности технологии получения, строения и 
реологии составляющих слоистого композита.

Исследованию остаточных напряжений в керамических слоистых 
композитах посвящено пока недостаточно работ. В основном они каса-
ются многослойных композитов, в которых структура с чередующимися 
слоями вводится с целью повышения прочности и вязкости разрушения, 
а не керамических композитов, в которых введение слоев обусловлено 
функциональными задачами. Одной из важных нерешенных задач явля-
ется оценка остаточных напряжений в керамических композитах системы 
ZrB2—SiC—ZrO2 конкретного состава. Для решения этой задачи требу-
ется разработка моделей и проверка их достоверности. При этом вызывает 
интерес не только получение точных решений для конкретных изделий, 
но и разработка упрощенных аналитических моделей, позволяющих 
производить быструю оценку влияния разных параметров с приемлемой 
инженерной точностью.

Цель данной работы — анализ внутренних напряжений в дискообраз-
ном образце керамического композита, состоящего из слоев ZrB2—20% 
SiC с разными добавками ZrO2 при его остывании от температуры спека-
ния на основе как численной, так и аналитической моделей.

1. Постановка задачи и ее численное решение

Рассмотрим образец композита, представляющий собой диск толщиной 
5 мм и диаметром 30 мм, состоящий из пяти слоев одинаковой толщины, 
но разного состава (рис. 1). Образец получен спеканием керамических 
слоев при температуре 1900 °C с последующим охлаждением до ком-
натной температуры [6]. Нижний и верхний слои изготовлены из ZrO2 
и ZrB2—20% SiC соответственно, промежуточные слои представляют 
собой смесь ZrO2 и ZrB2—20% SiC в разном процентном соотношении 
(см. рис. 1).

Будем считать, что все слои являются однородными. В силу цилиндри-
ческой симметрии образца задача может быть рассмотрена в осесимме-
тричной двухмерной постановке. Пусть ось симметрии y направлена 
перпендикулярно плоскости диска, ось x  — вдоль радиуса диска. Вдоль 
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третьей оси θ  все параметры напряженно-деформированного состояния 
будем считать неизменными ввиду однородности слоев.

Поскольку при остывании спеченного композита поля деформаций и 
напряжений зависят от поля температур, но в свою очередь изменение 
напряжений и деформаций не влияет на поле температур (тепло при этом 
не производится), то задачу можно решать в несвязанной постановке. В 
этом случае производится последовательный анализ сначала формирова-
ния температурного поля, а потом — напряжений и деформаций. Ввиду 
того, что все материальные параметры (упругие модули, теплоемкость, 
коэффициент теплопроводности, линейный коэффициент теплового рас-
ширения) зависят от температуры, уравнение теплопроводности следует 
решать в нестационарной постановке. В этом случае моделирование 
может быть выполнено в рамках квазистатических несвязанных задач 
термоупругости [14]. В соответствии с данным подходом система урав-
нений включает в себя уравнение теплопроводности

 c T T T
t x x

x T T
x y

T T
yT T� � � �( ) ( ) ( ) ( )
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�
�

�
�

�

�
���
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�
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���

�1

��
��� ,   (1)

уравнения равновесия
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�
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�

� � � ���xx yx xx
x y x

0 ,     
�

�
�
�
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� � �xy yy xy

x y x
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геометрические соотношения (соотношения Коши) 

 � xx
xdu
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� ,     � yy
ydu

dy
� ,     ��� �

u
x
x ,     � xy x ydu
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� �
�

�

���
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�

���
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2
,   (3)

определяющие уравнения (соотношения Дюамеля — Неймана) 

ZrB 20% SiC

(ZrB 20% SiC) 25% ZrO

(ZrB 20% SiC) 50% ZrO

(ZrB 20% SiC) 75% ZrO
ZrO

2 �
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2 2� �
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Рис. 1. Схема слоистого керамического композита ZrB2—SiC—ZrO2.
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 � � � � � � �ij ij ij kkT T K T T T T� � � �� ��� ��2 3 0( ) ( ) ( ) ( ) .   (4)

Здесь ce  — теплоемкость при постоянстве деформаций; ρ  — плотность; 
T  — температура; lT  — коэффициент теплопроводности; σ ij  — компо-
ненты тензора напряжений; eij  — компоненты тензора деформаций; ux , 
uy  — компоненты вектора перемещений; l  и �

�
 — параметры Ламе; 

K  — модуль объемной упругости; α  —коэффициент линейного тепло-
вого расширения; T0  — температура недеформированного состояния (т.е. 
в данном случае — температура спекания). Плотность, температура, на-
пряжения, деформации и перемещения являются функциями пространст-
венных координат и времени. Материальные параметры (теплоемкость, 
коэффициент теплопроводности, модуль Юнга, коэффициент Пуассона, 
линейный коэффициент теплового расширения), а также плотность явля-
ются функциями координат и температуры и зависят от времени неявно 
(через температуру).

Начальные условия соответствуют температуре спекания 1900 °C:

 � ij T� �
�

1900
0

C
, �ij T� �

�
1900

0
C

, ui T� � �
1900

0C , 

где i j x y, ,= .
Граничные условия задавали исходя из условий осевой симметрии 

при x = 0, свободных граничных условий на плоскостях диска ( y = 0 и 
y = 5 мм) и на внешнем крае диска при x = 15 мм:

 � ij j x y y
n

� � �
�

15 0 5
0

; ;
. 

Для уравнения теплопроводности на всех гранях, кроме x = 0, задавали 
условия Ньютона для теплового потока, а на оси симметрии — нулевой 
тепловой поток:

 q T Tx y y r� � � � � �� �
15 0 5; ;

� , q x= =0 0 , 

где β  — коэффициент теплоотдачи; Tr  — температура окружающей 
среды (комнатная температура). 

Численное моделирование процесса формирования напряженно-де-
формированного состояния при остывании образца выполнено методом 
конечных элементов в двухмерной осесимметричной постановке, реали-
зованным в программном комплексе ABAQUS. В настоящем анализе пред-
полагали, что на границах раздела между разными слоями выполняются 
условия идеального механического и теплового контакта.

Полагали, что физико-механические характеристики компонентов ком-
позита в каждом слое зависят от температуры. Эти данные были опреде-
лены из анализа литературы. Зависимости для ZrO2 взяты из работы [15]: 
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 E T T( ) , ,� �274 1 0 027 ГПа, 

 � ( ) , ,T T� � � �
0 3 3 2 10

5 , 

 �T T T T( ) , , ,� � � � �� �
2 072 3 656 10 4 347 10

4 7 2Вт/(м·К), 

 c T T T T� ( ) , , ,� � � � � �� �
274 0 795 6 19 10 1 71 10

4 2 7 3Дж/(кг·К), 

 � ( ) , , ,T T T� � � � � �� � �
7 091 10 2 532 10 2 262 10

6 9 12 2 1/К, 

 � �( ) ( )T T T� � �� �� �5600 1 3 293 кг/м3. 

Для композита ZrB2—20% SiC зависимости разных характеристик от 
температуры были определены на основе работ [16—18]:

 E T T T T T( ) , , , , ,� � � � � � � �� � �
444 7 0 02599 4 541 10 5 213 10 1 261 10

5 2 8 3 11 44ГПа, 

 � ( ) , , , , ,T T T T� � � � � � � � �� � � �
0 14 2 658 10 1 638 10 8 732 10 1 577 10

6 5 2 12 3 115 4T , 

 �T T T T( ) , , ,� � � � �� �
97 81 3 577 10 8 692 10

2 6 2 Вт/(м·К), 

 c T T T� ( ) , , ,� � � � �
622 5 0 1 1 983 10

7 2Дж/(кг·К), 

� ( )
/

, /

T �
�

�

�
�
�

��

�

�

5 10 1

7 8 10 1

6

6

K

K

при T < 600 K,

при T ≥ 600 K,

 � �( ) ( )T T T� � �� �� �5520 1 3 293 кг/м3. 

Физико-механические характеристики материалов

Свойство
Материал

ZrB2—20%SiC ZrO2
T = 20 °C T0 = 1900 °C T = 20 °C T0 = 1900 °C

Плотность ρ, г/см3 5,6 5,237 5,52 5,287
Модуль Юнга E, ГПа 440 349 266 215

Коэффициент Пуассона ν 0,142 0,169 0,309 0,369
Коэффициент линейного теплового 

расширения α ∙106, K−1
5,6 7,8 6,54 12,27

Теплоемкость ce , Дж/(кг∙К) 458 833 421 836
Коэффициент теплопроводности lT, 

Вт/(м∙К)
2,002 3,33 88,08 61,13
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В таблице представлены используемые в расчетах значения физико-ме-
ханических характеристик при комнатной температуре и температуре 
спекания для внешних слоев диска ZrB2—20%SiC и ZrO2.

Промежуточные слои диска представляют собой многокомпонентные 
материалы, которые могут быть и пористыми. Определение эффективных 
механических и тепловых характеристик для таких материалов — сложная 
задача, для решения которой существуют разные подходы на основе разных 
схем усреднения. В настоящей работе характеристики промежуточных 
слоев композита, состоящих из ZrB2—20% SiC и ZrO2 в разном процентном 
соотношении, были определены по правилу смеси.

2. Анализ численных результатов

Результаты моделирования представлены на рис. 2. Было проанализи-
ровано распределение радиальных напряжений в сечении диска и более 
детально проведено сравнение распределений этих напряжений вдоль 
вертикальных линий вблизи центральной части (линия 1) и свободного 
края (линия 2) диска из керамического слоистого композита. Зависимости 
напряжений от координаты x являются разрывными; места разрывов на 
рис. 2 отмечены штриховыми вертикальными линиями. Видно, что в 
разных слоях остаточные напряжения различаются. Наблюдаются как 

y

x Линия 1 Линия 2

а

б

0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0

600
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�
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Рис. 2. Распределение остаточных напряжений: в сечении диска (а), вдоль выбран-
ных направлений (б). (——) — линия 1; (—●—) — линия 2. Пояснения в тексте.
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отрицательные (сжимающие), так и положительные (растягивающие) 
напряжения. В слоях диска вдоль координаты x  напряжения остаются 
неизменными вплоть до небольшого участка на краю диска. Максималь-
ный разброс напряжений наблюдается в центральной части диска, нахо-
дящейся в стесненных условиях. На внешнем участке, близком к свобод-
ной поверхности, разброс остаточных напряжений меньше.

В упрощенной постановке задачи определения остаточных напряжений 
иногда пренебрегают температурной зависимостью термомеханических 
параметров и считают их неизменными, соответствующими некоторым 
значениям при постоянной температуре. Для оценки того, как влияет вы-
бранная температура на значения остаточных напряжений в композите, 
были проведены расчеты для следующих случаев: когда свойства соот-
ветствуют температуре спекания, комнатной температуре и их среднему 
арифметическому значению. Как видно из результатов, представленных 
на рис. 3, наиболее близко к решению с учетом температурных зависи-
мостей оказывается решение, полученное при температуре спекания 1900 °C. 
Для этого случая разница между значениями остаточных напряжений не 
превышает 18%, в то время как при T = 960 °C и T = 20 °C — в 2—5 раз 
меньше, чем при учете температурных зависимостей. Поэтому для при-
ближенных оценок с не зависящими от температуры свойствами целе-
сообразнее брать термомеханические характеристики при температуре 
спекания, а не при начальной или средней температуре.

3. Аналитическое решение задачи в упрощенной постановке

Для оценки остаточных напряжений в центральной части диска, а так-
же верификации результатов численного моделирования предложено 
аналитическое решение поставленной задачи. Аналитическую модель 
построим на основе подхода, представленного в работе [19]. Считаем, что 
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600

400

200

0

�

�

�

200

400

600

�xx, МПа

y, мм

Рис. 3. Распределение остаточных напряжений по толщине при T = 20 (—○—); 
960 (—□—); 1900 °C (–●–). (——) — f T( ) .
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процесс остывания происходит медленно и температура успевает равно-
мерно распределиться по всему диску. Тогда напряжения определятся 
разностью начальной и конечной температур. Будем также считать, что 
термомеханические параметры можно охарактеризовать некоторыми по-
стоянными значениями, не зависящими от температуры. В центральной 
части диска задачу можно свести к одномерной, поскольку параметры 
напряженно-деформированного состояния являются функциями только 
координаты y . В силу осевой симметрии в центре диска будет иметь 
место двухосное напряженное состояние � � ���xx � � , а сдвиговые на-
пряжения σ xy  и напряжения вдоль толщины диска (оси симметрии) σ yy  
равны нулю. В этом случае уравнения равновесия выполняются тождест-
венно, а для нахождения напряжений и деформаций необходимо привлечь 
уравнения совместности деформаций. Ненулевыми компонентами в нашем 
случае остаются три главные деформации � � ���xx yy, , . Тогда из шести 
условий совместности остаются три уравнения —

 d
dy
xx

2

2
0

�
� ,    d

dy

2

2
0

��� � ,    x d
dy xx� ����� � � 0 , 

из которых следует, что 

 � � ���xx Ay B� � � � ,   (5)

где A  и B  — константы интегрирования.
Из соотношений Дюамеля—Неймана находим, что 

 � �� � � � �� � �� � � �� ��
�

�
�2 2 3 0yy rK T T ,   (6)

 0 2 2 3 0� � �� � � �� ��
�

�
��� � � � �yy yy rK T T .   (7)

Здесь Tr  — конечная (комнатная) температура; T0  — температура началь-
ного состояния (температура спекания).

Выразим e yy  через e , используя уравнение (7):

 �
�
� �

��
� �

� �
�

��
�yy

r rK T T T T
�

�
�� �

�
�� �

�
� �
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�

�� �
( ) ( ) ( )0 0

2

2

2

1

1

2

1
. 

Тогда из уравнения (6) получим решение для напряжений в виде

 � � �� � � �� �E T Tr( )0 . (8)

Здесь � � �E E / ( )1 �  — двухосный модуль упругости, появляющийся в 
подобных задачах, когда напряженное состояние является двухосным. 
Решение в форме (8) получено с учетом связей между параметрами Ламе, 
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модулем объемной упругости, модулем Юнга E  и коэффициентом Пуас-
сона ν .

Для определения констант интегрирования A  и B  в формуле для де-
формации (5) запишем условия равновесия (отсутствия сил и моментов) 
в интегральной форме

 � y dy
H

� � ��
0

0 , � y ydy
H

� � ��
0

0 . 

Здесь H  — толщина диска. Таким образом, получаем систему уравнений 
для определения констант A  и B

 bA aB c� � , 

 gA bB d� � ,   (9)

где введены обозначения

 a E dy
H

� ��
0

, b E ydy
H

� ��
0

,  

 c T T E dyr

H
� �� � ��0

0
� ,    (10)

 d Tr T E ydy
H

� �� � ��0
0

� , g E y dy
H

� �� 2

0

. 

Решение системы уравнений (9) будет иметь вид

 A bc ad
b ag

�
�

�2 , B bd cg
b ag

�
�

�2 .   (11)

Можно показать, что полученное решение будет также справедливым 
для бесконечной пластины, если ее решать не в цилиндрической, а в 
прямо угольной декартовой системе координат [19].

Пусть диск состоит из N  слоев одинаковой толщины h . Тогда инте-
гралы в выражениях (10) примут вид

 a h Ei
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В общем случае слоев разной толщины интегралы в выражении (10) 
также будут представлять собой суммы, в которые кроме упругих модулей 
и коэффициента теплового расширения войдут также координаты верхних 
и нижних границ соответствующего слоя.

4. Анализ решения

Для анализа решения приведем его к более удобному виду. Преобра-
зуем формулы для вычисления констант A  и B , предварительно расписав 
выражения для числителей и знаменателя в формулах (11):
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Здесь для удобства введены новые параметры C D F A, , , ′  и B′ , не зави-
сящие от разницы температур и толщины слоев, а определяются только 
упругими модулями и коэффициентами теплового расширения всех сло-
ев композита. Поскольку в слоистом диске двухосный модуль упругости 
и линейный коэффициент теплового расширения являются кусочно-не-
прерывными функциями координаты y, следовательно, окончательный 
вид зависимости радиальных напряжений от координаты y будет следу-
ющим: 

 � �( ) ( )( ) ( )y E y T T A
h
y B yr� � �

�
� � �

�

�

����

�

�

����0 .   (12)
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Решение (12) состоит из линейных участков с изменяющимся наклоном 
и разрывом в местах соединения слоев композита. Такой характер распре-
деления напряжений совпадает с решениями, полученными для слоистых 
материалов в [11, 19]. Наклон линейных участков определяется упру-
гими модулями слоя, разницей температур, также зависит и от упругих 
модулей и коэффициентов теплового расширения всех слоев композита 
и обратно пропорционален толщине слоев. Поэтому чем тоньше слои, 
тем значительнее различаются напряжения на противоположных краях 
слоев. Можно сделать вывод о том, что различие напряжений по одну и 
другую сторону от интерфейса в месте соединения слоев определяется 
не только разностью температур, значений линейных коэффициентов 
теплового расширения и упругих модулей, но и положением этого места 
в композите, а также толщиной слоев. 

На рис. 4 представлены результаты сравнения численного и аналитиче-
ского решений. В аналитической модели предполагали, что физико-меха-
нические характеристики не зависят от температуры, поэтому численный 
расчет выполнен при этих же предположениях. Исходя из результатов 
расчетов, представленных в разделе 2, физико-механические характе-
ристики слоев композита были взяты соответствующими температуре 
спекания. Видно, что результаты различаются не более чем на 14%, что 
свидетельствует о том, что аналитическое решение можно использовать 
для проведения инженерных расчетов. 

Предложенное аналитическое решение получено для образцов цилин-
дрической формы. Его можно использовать и для других тонких пластин, 
но для изделий или образцов более сложной формы его следует приме-
нять с осторожностью, необходимы дополнительные исследования для 
проверки его применимости.
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Рис. 4. Изменение термических напряжений по толщине в центральной части диска: 
(——) — МКЭ; (—●—) — аналитическое решение.
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5. Влияние пористости на остаточные напряжения в слоистом 
композите

Для уменьшения теплопроводности керамических материалов увеличи-
вают их пористость. Она влияет на эффективные механические и тепловые 
характеристики материала, и это необходимо учитывать при проведении 
расчетов, поскольку значения эффективных характеристик компонентов, 
составляющих слоистый композит, влияют на значения остаточных на-
пряжений. Для учета влияния пористости в слоях ZrO2 и ((ZrB2—20% 
SiC)—75% ZrO2) на распределение остаточных напряжений в композите 
были проведены аналитические расчеты для пористых композитов со сле-
дующими объемными долями пор в этих слоях: композит 1 — 30 и 15% 
пор; композит 2 — 20 и 10% пор для самого нижнего и следующего за ним 
слоя соответственно. 

Определение характера влияния пористости на эффективные упругие 
модули и теплофизические характеристики является сложной задачей. В 
настоящее время предложено большое количество зависимостей эффек-
тивных характеристик керамик как от самой пористости, объемной доли, 
занятой порами, так и формы пор. Эффективные значения упругих и те-
плофизических характеристик пористых керамик определяли следующим 
образом. Для модуля Юнга значение (Eeff) рассчитывали с помощью экспо-
ненциального соотношения [20]

 E Eeff m� � �exp( / ( ))2 1� � , 

где Em  — модуль Юнга матрицы (беспористой керамики); θ  — порис-
тость. 
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Рис. 5. Изменение термических напряжений по толщине в центральной части диска: 
(—●—) — композит 1; (——) — композит 2.
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Эффективное значение коэффициента Пуассона пористой керамики 
определяли с учетом зависимости [21, 22]

 �
�

�eff m� � � �0 014 1
0 472

0 014, (
,

)( , ) , 

где ν m  — коэффициент Пуассона матрицы.
Анализ литературы показал, что пористость на коэффициент линейно-

го теплового расширения большинства материалов не влияет. Об этом 
свидетельствуют как экспериментальные данные, так и аналитические 
оценки [23, 24]. В работе [25] приведена теоретическая оценка влияния 
пористости на коэффициент теплового расширения структурно-неодно-
родных материалов, к которым относятся рассматриваемые композиты. 
Показано, что если отношение модулей объемной упругости составляю-
щих композита равно двум, то максимальное изменение эффективного 
коэффициента теплового расширения не превышает 5% при пористости 
до 50%. Стоит отметить, что согласно литературным данным для некото-
рых материалов такая зависимость имеется и является значительной, но 
для керамического композита с исследуемым составом слоев эксперимен-
тальных данных не существует. Поэтому в изучаемом в данной работе 
слоистом керамическом композите было решено считать, что α eff  не 
зависит от пористости. 

Для анализа остаточных напряжений по аналитическому решению пе-
речисленных характеристик достаточно. Результаты расчета остаточных 
напряжений по соотношению (12) для двух вариантов пористости пока-
заны на рис. 5. Сравнивая данные рис. 4 и 5, видим, что введение пори-
стости в два слоя композита оказало сильное влияние на распределение 
напряжений именно в этих слоях, а в других слоях оно незначительно. 
Как и следовало ожидать, введение пористости привело к снижению тер-
мических напряжений в пористых слоях. Увеличение пористости в слое 
ZrO2 от 15 до 30% приводит к уменьшению растягивающих остаточных 
напряжений (наиболее опасных для керамик) на 68%. В слое (ZrB2—20% 
SiC)—75% ZrO2 изменение пористости от 10 до 20% приводит к умень-
шению напряжений на 33%.

Заключение

Разработаны аналитическая и численная модели для оценки остаточ-
ных термических напряжений, возникающих в керамическом слоистом 
диске при остывании от температуры спекания. Результаты численного 
исследования показали, что напряженно-деформированное состояние 
в большей части слоистого диска соответствует одномерной задаче. Из 
анализа аналитического решения для прогноза остаточных напряжений в 
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слоистых композитах следует, что уровень напряжений определяется не 
только значениями коэффициентов термического расширения и двухосных 
модулей упругости соединенных материалов, но также и толщиной и рас-
положением слоев в диске. Поэтому при расчете остаточных термических 
напряжений в слоистых композитах сложного многокомпонентного со-
става важной задачей является определение эффективных механических 
и тепловых характеристик для его составляющих. В частности, выпол-
ненный анализ влияния пористости в слоистом керамическом композите 
на значения остаточных напряжений показал, что напряжения в пористых 
слоях уменьшаются с увеличением объемной доли пор в них. Это необ-
ходимо учитывать при выборе состава и в других слоях композита для 
получения более равномерного распределения остаточных напряжений. 
Результаты исследования могут быть полезными при анализе остаточных 
напряжений в слоистых композитах разного состава и решении конкрет-
ных инженерных задач. 

Работа выполнена в рамках государственного задания ИФПМ СО РАН, 
тема номер FWRW-2022-0003.
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ И ЧИСЛЕННОЕ ИЗУЧЕНИЕ 
МЕХАНИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК СЛОИСТЫХ КОМПОЗИТОВ 

НА ОСНОВЕ АЛЮМИНИЯ И СТЕКЛОВОЛОКОН1

M. E. Golmakani, T. Wiczenbach, M. Malikan, E. Z. Karimi, M. Masoumi, and 
V. A. Eremeyev*

EXPERIMENTAL AND NUMERICAL STUDY ON MECHANICAL 
CHARACTERISTICS OF ALUMINUM/GLASS FIBER COMPOSITE 

LAMINATES

Keywords: fiber-metal composites; tensile test; impact test; mecha-
nical properties; impact strength; laminates

The fiber-metal composites made of aluminum sheets and glass 
fibers reinforced with a polyester resin as the matrix were studied. 
The composites were prepared by hand lay-up method. Some aspects 
of manufacturing affecting the composite behavior were considered. 
In particular, the influences of the arrangement of layers and their 
number on the mechanical and physical properties of composites 
with ten different compositions were investigated. Laminates with 
fiberglass fabric with different mass per unit area were considered. 
The laminates with ten different compositions were produced. The 
tensile modulus, tensile and impact strengths were determined 
following ASTM D3039 and ASTM D6110 standards. The results 
obtained show that the arrangement of the laminate layers influences 
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Young’s modulus and the tensile strength of the composite. The 
results of impact testing of a multilayer structure reinforced with glass 
fibers demonstrated a significant increase in the impact strength of the 
composite owing to the introducing the glass fibers into it compared 
to the control specimens. The simulations of tests using ABAQUS-
based FEA were performed.

Ключевые слова: композиты металловолокнистые, испытание 
на растяжение, испытание на удар, свойства механические, 
прочность при ударе, композиты слоистые

Исследованы металловолокнистые композиты, армированные 
алюминиевыми листами и слоями стеклоткани, с полиэфирной 
смолой в качестве матрицы. Композиты изготовлены методом 
ручной выкладки.Проанализировано влияние расположения 
слоев и их количества на механические и физические свойства 
композитов 10 разных композиций. Рассмотрены композиты 
со слоями стеклоткани с разной поверхностной плотностью. 
Модуль упругости и прочность при растяжении и ударную проч-
ность определили в соответствии со стандартами ASTM D3039 
и ASTM D6110. Полученные результаты показали, что последо-
вательность укладки слоев влияет на модуль Юнга и прочность 
композита. Результаты ударных испытаний многослойной струк-
туры, армированной стекловолокнами, продемонстрировали 
значительное увеличение ударной прочности композита при 
введении в него слоев из стекловолокон по сравнению с кон-
трольными образцами. Выполнено моделирование испытаний 
с использованием метода конечных элементов (МКЭ) с помощью 
программного обеспечения ABAQUS.

Введение

Композиты на основе полимеров обладают высокой прочностью, уста-
лостной, тепло-, влаго- и химической стойкостью [1, 2]. Однако эти ком-
позиты обычно характеризуются низкой рабочей температурой, высоким 
коэффициентом термического расширения, нестабильностью размеров, 
чувствительностью к радиации и водопоглощению из окружающей 
среды. Эти недостатки обусловливают набухание, внутренние напря-
жения и снижение температуры эксплуатации [3]. Поэтому для ослаб-
ления этих нежелательных свойств наряду с композитными слоями 
используют высокоэффективные и прочные металлические слои [4, 5]. 
Такие слоистые композиты получили название металловолокнистых 
композитов (МВК) [6—9].

Один из таких современных композитов — эпоксидная смола, армиро-
ванная стекловолокнами и слоями алюминия (GLARE). Несколько тонких 
слоев металла (чаще всего алюминия), чередующихся со слоями стеклово-
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локон, соединяют с помощью полимерной матрицы. Многослойные МВК 
широко используют для изготовления деталей механических конструкций 
в разных отраслях промышленности, особенно в аэрокосмической [10, 11], 
они стали перспективной альтернативой другим композитам. МВК облада-
ют почти всеми преимуществами металлов и слоистых композитов, сочетая 
полезные свойства металлов (мягкость, устойчивость к повреждениям 
и ударопрочность) с достоинствами волокнистых композитов (высокая 
прочность и жесткость, хорошая коррозионная стойкость и усталостные 
свойства).

В силу большого интереса к этим композитам опубликовано много 
интересных работ. В [12] исследовали влияние поглощения энергии на 
свойства эпоксидных волокнисто-армированных углепластиков, упроч-
ненных листами алюминия и без упрочнения, при ударе. Образцы подвер-
гали удару по Шарпи. Результаты показали, что волокнисто-армированные 
углепластики с листами алюминия обладают значительно лучшей ударной 
прочностью. В [13] изучали образцы из эпоксидного стеклопластика с 
алюминиевыми листами, изготовленными методом ручной выкладки. 
Исследовали влияние угла ориентации волокон на ударопрочность. Резуль-
таты испытаний удара по Шарпи продемонстрировали, что композитный 
слой с волокнами, уложенными под углом 0 , значительно улучшает 
ударные свойства.

Последовательность укладки слоев также весьма важна. Можно сделать 
вывод о том, что наличие алюминиевых слоев улучшает механические 
свойства композита. В [14] изучали ударную прочность слоев алюминия 
и стеклопластика. Результаты продемонстрировали устойчивость к по-
вреждениям, отличные усталостные и ударные свойства при относительно 
низкой плотности. Механические свойства МВК, армированных стеклово-
локнами и включающих слои из алюминия и полипропилена, исследовали 
в [15]. Результаты испытаний на растяжение показали, что увеличение 
количества алюминиевых и композитных слоев значительно повышает 
жесткость и прочность при растяжении.

В [16] изучали сдвиговую усталость коротких балок из металловолокни-
стых многослойных материалов. Для изготовления образцов использовали 
три слоя из алюминиевого сплава и два — из предварительно пропитанных 
стекловолокон. Для исследования усталостных характеристик многослой-
ных металловолокнистых материалов квазистатические испытания про-
вели в двух основных направлениях. Удар по Шарпи показал, что ударная 
прочность в продольном направлении более важна, чем в поперечном. 
В [17] рассмотрели отклик слоистых металловолокнистых структур при 
усталостном и растягивающем нагружении, в том числе при наличии 
алюминиевых и органических волокон. Отклик на изгиб и растяжение 
гибридных композитов, армированных стекловолокнами и алюминием, 
изготовленных методом вакуумного формования, исследовали в [18]. В [19] 
изучали разрушение и изгибное поведение полимерных композитов, арми-
рованных углеродными волокнами и алюминием, используя численные и 
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экспериментальные результаты. В [20] численно смоделировали слоистые 
металловолокнистые композиты, армированные волокнами из алюминия 
и высокомолекулярного полиэтилена, при ударном нагружении. Механи-
ческие свойства слоистых металловолокнистых композитов на основе во-
локон AA6061 с разным типом предварительной обработки алюминиевой 
поверхности исследовали в [21]. В [22] смоделировали металловолокни-
стый слоистый композит с использованием разных алюминиевых сплавов 
и рассматривали его поведение в условиях малоимпульсного взрыва. 
В [23] смоделировали слоистый композит, армированный алюминием и 
стекловолокнами, и исследовали его энергопоглощение и поведение при 
повреждении. Отклик алюминиевых слоистых композитов, армированных 
стекловолокнами, на ударную нагрузку снарядом изучали в [24] и оценили 
влияние распределения металлических слоев. В [25] изучен слоистый ком-
позит, армированный алюминиевыми волокнами, при изгибе и растяжении.

Пластмассы, хотя и не обладают значительной прочностью в силу ма-
лого модуля при растяжении, нашли широкое применение. Основные пре-
имущества пластмасс — их использование в условиях высокой влажности 
и малая плотность. Напротив, стекловолокна в качестве армирующего ма-
териала демонстрируют значительную прочность при растяжении и модуль 
упругости, композиты на их основе нашли применение во многих областях 
техники. Механические и физические свойства композитных материалов 
различны в зависимости от содержания конкретных составляющих.

Алюминий обладает малой удельной прочностью. Исследователи, пыта-
ющиеся исправить этот недостаток, решили использовать слои алюминия 
и стекловолокон вместе для создания нового материала, обладающего 
достоинствами обоих материалов. Был изготовлен материал GLARE, вве-
денный в промышленную эксплуатацию и используемый в авиационной 
промышленности [26]. За счет добавления металлических листов нашли 
передовые решения по упрочнению композитных материалов. Допол-
нительное армирование влияет на механические и физические свойства 
конечного продукта. Провели испытания металловолокнистых многослой-
ных композитов на удар и растяжение.

Новизна настоящей работы — новая компоновка GLARE, позволяющая 
создать композит с улучшенными механическими свойствами. Получен-
ные результаты сравнили с полученными для контрольных образцов, 
армированных только алюминиевыми слоями. Основная цель настоящей 
работы — исследование механических и физических свойств МВК с 
разным количеством слоев алюминия и стеклопластика. Для проверки 
экспериментальных результатов выполнили численный анализ МКЭ. 
Определили ударную прочность МВК, содержащих разные слои. Насто-
ящее исследование может способствовать разработке изделий из МВК с 
учетом улучшения их физико-механических свойств.
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1. Материалы

Для изготовления образцов металловолокнистых композитов в качестве 
арматуры использовали ткань из Е-стекловолокон, алюминиевые листы и 
полиэфирное связующее в качестве матрицы.

Толщина каждого слоя стеклоткани 0,2 и 0,4 мм, масса 200 и 400 г/м2  
соответственно; технические характеристики следующие: модуль Юнга 
E  = 74 ГПа, модуль сдвига G  = 30 ГПа, коэффициент Пуассона ν  = 0,3, 
плотность ρ  = 2600 кг/м3. В качестве второй арматуры использовали 
алюминиевые листы толщиной 0,2 мм (рис. 1) со следующими характери-
стиками: E  = 72 ГПа, G  = 100—190 ГПа, ν  = 0,33, ρ  = 2600 кг/м3. Ха-
рактеристики полиэфирной смолы: E  = 0,8 ГПа, G  = 0,28 ГПа, ν  = 0,4,  
ρ  = 1200 кг/м3.

1.1. Изготовление образцов металловолокнистых композитов. 
Образцы слоистых композитов изготовили методом ручной выкладки, 
предварительно обработав поверхность формы антиадгезивом. Затем на 
поверхность формы нанесли гелевое покрытие для обеспечения желае-
мого качества и внешнего вида композита. Слои стеклоткани и алюминия 
укладывали попеременно в форму, покрывая каждый слой полиэфирной 
смолой. Частицы воздуха удаляли вручную с помощью роликов. Укладку 
и пропитку продолжали до достижения требуемой конфигурации сло-
истого композита. Заготовку слоистого композита сначала отверждали 
на стеклянном столе при температуре окружающей среды в течение 24 ч, 
а затем доотверждали в печи в течение 16 ч при температуре 40 °С. По 
завершении отверждения слоистый композит охладили до комнатной 
температуры, промыли и перед испытанием удалили заусенцы. Образцы 
слоистого композита с теми размерами, которые требуются для испытаний 
на растяжение и удар (рис. 2), изготовили с помощью фрезерного станка 
(Aslanian Machine, Тегеран, Иран) в соответствии со стандартами ASTM 
D3039 и ASTM D6110. 

Рис. 1. Алюминиевый лист.
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Табл. 1
Характеристики образцов

Образец Последовательность укладки Количество 
слоев Код образца Толщина, 

мм
1 [AL/FI/AL/FI/AL/FI]1 6 L200-6-1-TT 2,5
2 [AL/FI/AL/FI/AL/FI]2 6 L400-6-2-TT 2,5
3 [2AL/FI/AL/2FI]1 6 L200-6-3-TT 2,5
4 [2AL/FI/AL/2FI]2 6 L400-6-4-TT 2,5
5 [3AL] 3 C-3-TT 2,5
6 [AL/FI/AL/FI/AL/FI]1 6 L200-6-1-IT 3
7 [AL/FI/AL/FI/AL/FI]2 6 L400-6-2-IT 3
8 [2AL/FI/AL/2FI]1 6 L200-6-3-IT 3
9 [2AL/FI/AL/2FI]2 6 L400-6-4-IT 3
10 [3AL] 3 C-3-IT 3
11 [AL/FI/AL/FI/AL/FI/AL/FI/AL/FI/AL/FI]1 12 L200-12-1-IT 6
12 [AL/FI/AL/FI/AL/FI/AL/FI/AL/FI/AL/FI]2 12 L400-12-2-IT 6
13 [3AL/FI/2AL/2FI/AL/3FI]1 12 L200-12-3-IT 6
14 [3AL/FI/2AL/2FI/AL/3FI]2 12 L400-12-4-IT 6
15 [6AL] 6 C-6-IT 6

 1,2Поверхностная плотность стекловолокна 200 и 400 г/м2 соответственно.
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Рис. 2. Образцы для испытания на растяжение (a, в) и удар (б, г) и их геометрия (мм).
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В табл. 1 приведены характеристики образцов: последовательность 
укладки слоев алюминия (AL) и стеклоткани (FI), код образца (TT – испы-
тание на растяжениеt, IT – испытание на удар). Отметим, что контрольные 
образцы  изготовили только из слоев алюминия и полиэфирной смолы. 
Количество слоев выбрали произвольно.

1.2. Механическое испытание. В соответствии со стандартами ASTM 
D3039 и ASTM D6110 испытания на растяжение и удар по Шарпи провели 
при комнатной температуре 20±1°C на экспериментальной машине Instron 
1186 (Норвуд, Массачусетс, США) и установке на удар Zwick Model 5102 
(Zwick GmbH & Co. KG), Ульм, Германия) соответственно. Испытания на 
растяжение выполнили с датчиком нагрузки 500 Н и постоянной скоро-
стью перемещения траверсы 2 мм/мин на не менее пяти образцах каждой 
из пяти композиций (см. табл. 1). Построили кривые деформирования 
сила—перемещение и определили средние значения модуля упругости 
и прочности при растяжении. Ударную прочность определили в ударном 
испытании по Шарпи для образцов 10 разных композиций.

1.3. Численный анализ. 1.3.1. Испытание на растяжение. Для опре-
деления предельного продольного перемещения образцов металловолок-
нистого слоистого композита их испытание на одноосное растяжение 
смоделировали с помощью конечно-элементного программного обеспе-
чения ABAQUS версии 6.14.1 (Dassault Systemes, ABAQUS Inc., Уолтем, 
Массачусетс, США). Тип образца — деформируемый.

Материал считали изотропным и для определения его свойств в упругой 
области использовали значения модуля Юнга и коэффициента Пуассона, 
приведенные в табл. 2. Затем рассматривали пластическое механическое 
поведение. Значения деформаций и напряжений, полученные в ходе ис-
пытаний на растяжение, преобразовали в значения истинных напряжений 
и деформаций по формулам

 � � �T N N� �� �1 , (1)

 � �T N� �� �ln 1 , (2)

Табл. 2
Свойства материала образцов

Образец Код образца sy, МПа snum, МПа ep E, МПа

1 L200-6-1-TT 1,14 63,82 3,80 1548,46
2 L400-6-2-TT 1,15 62,65 4,15 1875,10
3 L200-6-3-TT 1,76 67,88 3,74 996,90
4 L400-6-4-TT 1,78 59,59 4,17 1163,17
5 C-3-TT 1,64 4,76 0,58 753,20

П р и м е ч а н и е: Для всех образцов � � 0 33, .
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 � �
�

p N
T
E

� � , (3)

где sT  и eT  — истинное напряжение и деформация соответственно; 
eN  — техническая деформация (из испытания на растяжение); e p  — плас-
тическая деформация.

Перемещения конца образца, закрепленного в захвате, приняты нулевы-
ми. Противоположная сторона образца могла перемещаться в направлении 
нейтральной оси. После проведения анализа чувствительности выбрали 
сетку с размером конечных элементов 1 мм (рис. 3). Численный анализ 
МКЭ выполнили с помощью программного обеспечения ABAQUS.

1.3.2. Ударное испытание. Конечно-элементная модель ударного ис-
пытания образца представлена на рис. 4. Свойство дискретной жесткости 
использовали для моделирования ударника как идеально жесткого тела 
при столкновении с образцом. Контакт поверхностей образца и ударника 
определили как взаимодействие поверхность—поверхность. Рассмотрели 
взаимосвязь давления и поверхности раздела, соответствующую данному 
типу контакта. Скорость ударника — 2,5 мм/с согласно стандарту испы-
тания на удар. В соответствии с установкой для испытания на удар гра-
ничные условия соответствовали неподвижной нижней стороне образца. 
После теста на чувствительность выбрали сетку с размером конечных 
элементов 1 мм.

Рис. 3. Образец с конечно-элементной сеткой для численного анализа.

Рис. 4. Конечно-элементная модель образца для численного испытания на удар.
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2. Результаты

2.1. Экспериментальный анализ. 2.1.1. Испытание на растяжение. 
Данные рис. 5—а, б иллюстрируют значения модуля Юнга E  и прочности 
при растяжении s tu  МВК, содержащих слои стеклоткани с поверхностной 
плотностью 200 г/м2, и контрольного образца С-3-TT. Стандартное отклоне-
ние показано черными линиями. Видно, что добавление слоев со стеклово-
локнами значительно увеличило модуль Юнга МВК. Наибольшую прочность 
при растяжении продемонстрировал многослойный композит L200-6-1-TT.

Значения E  и s tu  МВК, содержащих слои стеклоткани с поверхностной 
плотностью 400 г/м2, и контрольного образца приведены на рис. 5—в, г. 
Видно, что модуль Юнга многослойного образца L400-6-2-TT больше, 
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Рис. 5. Модуль упругости E  (a, в) и прочность при растяжении s tu  (б, г) МВК, 
содержащих слои стеклоткани с поверхностной плотностью 200 (а, б) и 400 г/м2 (в, г).

Табл. 3
Значения модуля Юнга E  и прочности при растяжении s tu  образцов

Образец Код образца E, МПа stu, МПа

1 L200-6-1-TT 1548,46 66,12
2 L400-6-2-TT 1875,10 75,23
3 L200-6-3-TT 996,90 47,63
4 L400-6-4-TT 1163,17 54,89
5 C-3-TT 753,20 26,59
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чем остальных. Значения s tu  при растяжении образцов L400-6-4-TT и 
L400-6-2-TT примерно в три раза больше, чем контрольного образца 
С-3-ТТ.

Экспериментальные значения модуля упругости и прочности при 
растяжении приведены в табл. 3.

б
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Рис. 6. Диаграммы энергии удара E imp  для слоистых композитов с шестью (а, б) и 
12 (в, г) слоями, содержащие стеклоткань с поверхностной плотностью 200 (a, в) и 

400 г/м2 (б, г).

Табл. 4
Значения энергии удара E imp  и ударной прочности s imp  образцов МВК

Образец Код образца Eimp, Дж simp, кДж/м2

6 L200-6-1-IT 5,24 164,78
7 L400-6-2-IT 5,16 162,26
8 L200-6-3-IT 6,36 200,00
9 L400-6-4-IT 4,78 150,31
10 C-3-IT 0,55 17,30
11 L200-12-1-IT 8,35 131,29
12 L400-12-2-IT 8,25 129,72
13 L200-12-3-IT 5,82 91,51
14 L400-12-4-IT 9,17 144,18
15 C-6-IT 1,09 17,14
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2.1.2. Ударное испытание. Данные рис. 6—а, б иллюстрируют влияние 
поверхностной плотности и последовательности укладки на энергию 
удара МВК с шестью слоями. Наибольшее значение энергии удара проде-
монстрировал образец L200-6-3-IT со слоями стеклоткани с поверхност-
ной плотностью 200 г/м2, а наименьшее — образец L400-6-4-IT.

Результаты для МВК с 12 слоями представлены на рис. 6—в, г. 
Наибольшее значение энергии удара продемонстрировал образец 
L400-12-4-IT, имеющий слои стеклоткани с поверхностной плотнос-
тью 400 г/м2, а наименьшую — образец L200-12-3-IT.

Экспериментальные значения энергии удара Eimp и ударной прочности 
s imp  образцов МВК представлены в табл. 4. Введение в композицию 
слоев стеклоткани существенно повысило ударную прочность МВК. По-
следовательность укладки слоев также имела важное значение, тогда как 
количество слоев повлияло в меньшей степени.

2.2. Численный анализ. 2.2.1. Испытание на растяжение. Экспери-
ментальные uexp  и расчетные unum  значения предельного продольного 
перемещения образцов МВК приведены в табл. 5. Вычисленная ошибка 
свидетельствует о хорошем согласовании результатов.

2.2.2. Ударное испытание. Экспериментальные и расчетные значения 
энергии удара образцов МВК приведены в табл. 6.

Табл. 5
Сравнение экспериментальных uexp  и расчетных unum  значений 

продольного перемещения

Образец Код образца Fexp, Н uexp, мм unum, мм Ошибка, %

1 L200-6-1-TT 6670,21 5,07 4,58 9,66
2 L400-6-2-TT 7300,26 7,05 6,44 8,65
3 L200-6-3-TT 6360,56 4,94 4,45 9,92
4 L400-6-4-TT 6000,42 6,50 5,92 8,92
5 C-3-TT 318,12 1,08 1,02 5,56

Табл. 6
Сравнение экспериментальных Eexp

imp  и расчетных Enum
imp  значений 

энергии удара образцов

Образец Код образца Eexp
imp , Дж Enum

imp , Дж Ошибка, %

6 L200-6-1-IT 5,24 4,72 9,92
7 L400-6-2-IT 5,16 4,81 6,78
8 L200-6-3-IT 6,36 5,75 9,59
9 L400-6-4-IT 4,78 4,62 3,35
10 C-3-IT 0,55 0,51 7,27
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Заключение

В металловолокнистых слоистых композитах наряду с композитными 
слоями используют металлические слои, улучшающие механические свой-
ства, особенно ударопрочность. Исследовали прочность при растяжении, 
модуль упругости и ударную прочность образцов металловолокнистых 
композитов с полимерной матрицей. Изучили влияние поверхностной 
плотности стеклоткани и последовательности укладки слоев. Таким обра-
зом, исследованы два типа многослойных конфигураций металловолокни-
стых композитов. Механические характеристики контрольных образцов, 
имеющие только три и шесть слоев алюминиевого листа, сравнивали с 
таковыми образцов из многослойных металловолокнистых композитов. 
На основе полученных результатов можно заключить следующее.

• Образцы L200-6-1-TT и L400-6-2-TT продемонстировали больший 
модуль Юнга и прочность при растяжении, чем образцы L200-6-3-TT и 
L400-6-4-TT с таким же количеством слоев, но альтернативной укладкой. 
При этом все образцы металловолокнистых композитов обладали большим 
модулем упругости и прочностью при растяжении, чем контрольный об-
разец C-3-IT с тремя алюминиевыми слоями.

• Энергия удара 6-слойного образца L200-6-3-IT больше, чем L200-6-
1-IT с альтернативной последовательностью укладки, и примерно в 12 раз 
больше, чем контрольного образца C-3-IT. Увеличение количества слоев 
в укладке металловолокнистых композитов до 12 позволило увеличить 
энергию удара.

• Наибольшую ударную прочность продемонстрировал образец 
L200-6-3-IT, ударное сопротивление которого примерно в 12 раз больше, 
чем контрольного образца. При этом ударная прочность всех образцов из 
металловолокнистых композитов значительно больше, чем контрольных.

• Результаты численного анализа МКЭ хорошо согласуются с экс-
периментальными.

• Полученные результаты свидетельствуют о том, что металловолок-
нистые композиты с чередующейся укладкой слоев стеклоткани и алюми-
ниевых листов ([AL/FI/AL/FI/AL/FI]), как правило, обладают лучшими 
механическими характеристиками, чем с альтернативной укрупненной 
укладкой ([2AL/FI/AL/2FI]).

Конфликт интересов: Авторы заявляют об отсутствии конфликта инте-
ресов.
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ВЛИЯНИЕ СПОСОБА ПОЛУЧЕНИЯ НАПОЛНЕННЫХ 
ПОЛИМЕРНЫХ НАНОКОМПОЗИТОВ 

 ПОЛИЛАКТИД—ВОССТАНОВЛЕННЫЙ ОКСИД ГРАФЕНА 
НА ИХ СВОЙСТВА И СТРУКТУРУ

S. Z. Rogovina*, M. M. Gasymov, S. M. Lomakin, O. P Kuznetsova, I. M. Ermolaev, 
V. G. Shevchenko, A. V. Shapagin, A. A. Arbuzov, A. A. Berlin

INFLUENCE OF THE METHOD OF OBTAINING FILLED POLYMER 
NANOCOMPOSITES OF POLYLACTIDE—REDUCED GRAPHENE 

OXIDE ON THEIR PROPERTIES AND STRUCTURE

Keywords: polylactide, reduced graphene oxide, shear strains, 
mechanical, electric, and thermophysical properties, scanning elec­
tron microscopy

Filled compositions of polylactide (PLA) with a reduced graphene 
oxide (RGO) at various components ratios were obtained by two 
independent methods: the solid­phase mixing of components 
under the action of shear strains and the liquid­phase synthesis in 
a chloroform solution with ultrasonic stirring. The influence of the 
structure of formed composites on the complex of their properties was 
studied. The method of scanning electron microscopy showed the 
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formation of aggregates of RGO nanoparticles during the synthesis 
of compositions in the liquid phase, leading to a decrease in their 
strength and electrical characteristics. A comparative study of the 
thermophysical characteristics of polylactide in the compositions 
obtained by the solid­ and liquid­phase methods was carried out, and 
the corresponding temperatures and heats of thermal transitions were 
determined, and the crystallinity of the compositions was calculated. 
The sharp drop observed in the crystallinity of PLA in the compositions 
synthesized in the solid phase was caused by amorphization of the 
polymer under the action of shear strains and by a decrease in the 
segmental mobility of macromolecules under these conditions.

Ключевые слова: полилактид, оксид графена восстановленный, 
деформации сдвиговые, свойства механические, электрические 
и теплофизические, микроскопия электронная сканирующая

Двумя независимыми способами — твердофазным смешением 
компонентов под действием сдвиговых деформаций и жидко­
фазным синтезом в растворе хлороформа при перемешивании 
ультразвуком получены наполненные композиции полилактида 
(ПЛА) с восстановленным оксидом графена (ВОГ) различного 
состава. Изучено влияние структуры образующихся композитов 
на комплекс их свойств. Методом сканирующей электронной 
микроскопии показано образование агрегатов наночастиц ВОГ 
при синтезе композиций в жидкой фазе, приводящих к сниже­
нию их прочностных и электрических характеристик. Проведено 
сравнительное изучение термофизических характеристик ПЛА 
в композициях, полученных твердофазным и жидкофазным ме­
тодами, и определены соответствующие температуры и теплота 
термических переходов, а также рассчитана кристалличность 
образцов. Обнаружено резкое падение кристалличности ПЛА в 
композициях, синтезированных в твердой фазе, обусловленное 
аморфизацией полимера под действием сдвиговых деформаций 
и снижением сегментальной подвижности макромолекул в этих 
условиях.

Введение

Существующий тренд на постепенный переход от синтетических 
полимеров, получаемых из нефтяных источников, к синтезируемым из 
природного сырья, становится все более очевидным. Среди различных 
полимеров такого типа наиболее перспективным является термопластич-
ный алифатический полиэфир полилактид (ПЛА), получаемый поликон-
денсацией молочной кислоты [1, 2].

Молочная кислота — простейшая гидроксикислота, имеющая хираль-
ный атом углерода и существующая в виде двух оптических l- и d-изоме-
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ров. Сырьем для получения молочной кислоты могут служить различные 
углеводы, такие как глюкоза, сахароза, лактоза и др.

Существуют два способа синтеза ПЛА: прямой поликонденсацией мо-
лочной кислоты и полимеризацией лактида (димера молочной кислоты) 
с раскрытием цикла, причем второй способ используется наиболее часто 
и позволяет получать полимеры с высокой молекулярной массой [3, 4]. 
Варьируя время реакции, температуру, тип и количество катализатора, 
можно влиять на свойства образующегося полимера. Подбор оптималь-
ного катализатора является крайне важным аспектом данного процесса, 
так как от него зависят свойства и выход конечного продукта. Обычно для 
синтеза ПЛА используют металлоорганические катализаторы, которые 
дают хороший выход, однако загрязняют конечный продукт и затрудняют 
процесс его очистки, поэтому в настоящее время применяются альтерна-
тивные каталитические системы, не содержащие металлы.

Соотношение изомеров в полимере регулируют составом реакционной 
смеси (изменяют соотношение L,L-, D,L- и DD-лактида, вступающего в 
реакцию полимеризации) [5].

ПЛА обладает некоторыми недостатками, ограничивающими его ис-
пользование, основными из которых являются низкая термостабильность 
и гидрофильность, а также повышенная хрупкость [2]. Эти недостатки 
могут быть устранены либо путем смешения ПЛА с полимерами, либо 
добавлением наполнителей.

В последние годы появились работы, направленные на создание поли-
мерных материалов на основе ПЛА, содержащих в качестве наполнителей 
различные производные углерода, такие как многостенные углеродные 
нанотрубки, терморасширенный графит, оксид графита (ОГ) и восста-
новленный оксид графена (ВОГ).

ОГ представляет собой ковалентное соединение графита с присоеди-
ненными к графеновым плоскостям различных кислородосодержащих 
(эпоксидных, карбоксильных, гидроксильных, эфирных и пр.) групп. 
Наличие дефектов, образующихся при окислении графита и остаточных 
кислородосодержащих групп, обусловливает снижение электропровод-
ности, вследствие чего ОГ является отличным изолятором и эффективно 
применяется при производстве изолирующих покрытий, противопожар-
ных пен и др. [6].

При восстановлении ОГ происходит частичное восстановление и уда-
ление кислородосодержащих групп, в результате чего образуется ВОГ. 
Поэтому терморасширенный графит и ВОГ благодаря хорошей тепло- и 
электропроводности представляют собой перспективные наполнители 
при создании композитов, улучшающих не только физико-химические 
характеристики ПЛА, но и повышающие его теплостойкость [7—9]. 

В силу высоких значений электро- и термопроводимости графена или 
графитовых нанопластин введение даже их незначительного количества 
в полимерную матрицу может привести к созданию тепло- и электропро-
водящих композитных материалов [10]. Композиции ПЛА с ВОГ активно 
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используют в биомедицине при создании биосовместимых изделий, об-
ладающих высокой прочностью — скаффолдов и биоимплантов [11, 12].

Процессы термодеструкции композитов на основе ПЛА с графеновыми 
добавками также являются предметом интенсивного изучения, что связано 
с необходимостью решения проблем термостабильности и горючести этих 
материалов, в частности в [13] проведено исследование влияние ВОГ на 
пиролиз ПЛА.

Полимерные нанокомпозиты, содержащие производные графена, мо-
гут быть получены различными способами, обычно используемыми при 
получении полимерных композиций [14]. Основные методы создания 
подобных композиций — смешение коллоидных суспензий графеновых 
производных с полимерными растворами либо растворение полимеров в 
этих суспензиях, а также твердофазное смешение компонентов под дей-
ствием сдвиговых деформаций. 

В литературе имеется незначительное количество работ, посвященных 
твердофазному синтезу композиций, содержащих углеродные нанона-
полнители. Так, например, в [15] смешение полимера с ВОГ проводили 
непосредственно в экструдере. 

Ранее в многочисленных работах в условиях твердофазного смешения 
в смесителях различных типов (одношнековый диспергатор, смеситель 
Брабендера), в которых реализуется принцип совместного воздействия на 
материал давления и сдвиговых деформаций, были получены композиции 
на основе полимеров различных классов (полиэтилен, природные поли-
сахариды, полиэфиры полилактид и поли-(3-гидроксибутират) и изучены 
их свойства [16—18].

Цель настоящей работы — получение твердофазным и жидкофазным 
способами наполненных полимерных композиций ПЛА-ВОГ и сравни-
тельное исследование их свойств.

1. Экспериментальная часть

Исследовали полилактид марки 4043D (Nature Works, США) ( Tmelt = 
= 155 °C, прозрачность 2,1%). В качестве наполнителя использовали 
ВОГ. Синтез осуществляли в несколько стадий: сначала окислением 
кристаллического графита раствором KMnO4 в кислой среде по методу 
Хаммерса синтезировали оксид графита (ОГ), из которого затем вос-
становлением получили ВОГ. 

Термическое восстановление ОГ проводили в трубчатой печи при 
900 °C, где происходило взрывообразное разложение ОГ с выделением 
газообразных СО, СО2 и Н2О и образованием значительно увеличенно-
го в объеме твердого продукта — ВОГ. [19]. Степень восстановления 
ОГ (С : О) согласно [20] составляет 42,6.

Определение дисперсного состава ВОГ методом лазерной дифрак-
ции проводили в жидкой среде на анализаторе размеров частиц Fritsch 
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Analysette 22 Microtec plus (“Fritsch”, Германия), разрешающая способ-
ность которого 0,08—2000 мкм.

Композиции ПЛА-ВОГ с содержанием ВОГ в диапазоне концентра-
ций 0,05—0,25% по массе были получены под действием сдвиговых 
деформаций в смесителе закрытого типа Plastograph EC (Brabender®, 
Germany) при скорости вращения ротора 100 об/мин.

При получении композиций ПЛА-ВОГ жидкофазным способом ис-
ходный ПЛА предварительно растворяли в хлороформе. К полученному 
раствору добавляли расчетное количество ВОГ и перемешивали под 
действием ультразвука в течение 30 мин при температуре 20 °C. Затем 
растворитель удаляли на роторном испарителе, а полученную смесь 
сушили до постоянного веса. Последующим прессованием были полу-
чены образцы пленок, содержащие от 0,05 до 20% по массе ВОГ.

Для последующих исследований на лабораторном прессе Carver CH 
4386.4010 при температуре 190 °C и давлении 10 МПа были отпрессо-
ваны пленки толщиной 0,3 мм. 

Механические испытания проводили на разрывной машине 
“Instron-3365” (UK) в режиме одноосного растяжения при постоянной 
скорости перемещения верхней траверсы 5,0 мм/мин и комнатной тем-
пературе. Образцы имели форму двухсторонних лопаток с длиной ра-
бочей части 35 мм и шириной 5 мм. Из диаграмм растяжения напряже-
ние—удлинение (s— e ) определяли модуль упругости E , предельные 
значения прочности su  и удлинения eu . Результаты усредняли по 
шести-семи образцам.

Диэлектрические свойства нанокомпозитов (диэлектрическая прони-
цаемость, потери, электрический модуль и проводимость) исследовали 
в диапазоне частот 10–1—106 Гц с помощью импеданс-анализатора 
NovocontrolAlpha-A и диэлектрической ячейки ZGS Alpha Active Sample 
Cell с позолоченными дисковыми электродами диаметром 20 и 30 мм.

Теплофизические характеристики композиций измеряли на диф-
ференциальном сканирующем калориметре DSC 204 F1 (Netzsch) со 
скоростью нагревания 10°/мин в атмосфере аргона. 

Фазовую структуру композиций исследовали методом электронной 
сканирующей микроскопии (Jeol JSM 6060A, Япония). Во вторичных 
электронах при ускоряющем напряжении 15 кэВ получены СЭМ-изо-
бражения, характеризующие морфологию поверхности сколов пленок 
объектов исследования. Предподготовка заключалась в магнетронном 
напылении золота в среде аргона на поверхность образца с целью по-
лучения токопроводящей пленки толщиной менее разрешающей спо-
собности электронного сканирующего микроскопа.

2. Результаты и обсуждения

В общем случае свойства наполненных композиций в значительной 
степени зависят от дисперсии нанонаполнителей и равномерности их 
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распределения в матрице полимера [21, 22]. В то же время эффект ар-
мирования в присутствии ВОГ может проявляться более значительно 
благодаря его межфазному взаимодействию с полимерной матрицей [23]. 
Однако нанонаполнители могут агрегировать и таким образом снижать 
эффективность своего присутствия [24]. Кроме того, необходимо учиты-
вать такой важный фактор, как характеристическое отношение частиц, 
оказывающее влияние на свойства армированного материала [25, 26].

Как уже упоминали, в данной работе исследуемые композиции были 
получены двумя способами: в твердой фазе и в растворе хлороформа.

Преимуществом получения наполненных полимерных нанокомпо-
зиций путем твердофазного смешения полимеров с различными напол-
нителями, в том числе и с углеродными наночастицами, под действием 
сдвиговых деформаций является отсутствие растворителя, что позволяет 
избежать стадии его удаления и, следовательно, делает процесс экологи-
чески чистым. Кроме того, проведение процесса в таких условиях должно 
способствовать более однородному распределению наночастиц наполни-
теля в полимерной матрице. Необходимо также отметить, что твердофаз-
ное воздействие на полимер сдвиговых деформаций, реализующихся в 
экструдере или смесителе Брабендера, как было показано в [27], приводит 
к его аморфизации, сопровождающейся разрушением кристаллической 
решетки, что облегчает протекание реакций в твердой фазе.

На рис. 1—а приведена кривая распределения частиц порошка ВОГ, 
полученная методом лазерной дифракции, а на рис. 1—б — микрофото-
графия ВОГ, полученная методом СЭМ. Из кривой распределения видно, 
что размер частиц наполнителя варьируется от 0,34 до 80 мкм, причем 
максимум кривой распределения соответствует частицам размером 24,29 мкм. 
Содержание фракции с частицами менее 42 мкм — около 90%, из них 
доля с частицами менее 12 мкм примерно 25%.

Размер частиц ВОГ, приведенных на микрофотографии СЭМ, ~4 мкм, 
что соответствует размерам частиц, описываемых кривой распределения. 

б

1 10 100 10000

6
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2
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Рис. 1. Кривая распределения (а) и СЭМ-изображение (б) ВОГ.
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2.1. Механические свойства композиций. Механические характе-
ристики ПЛА и его композиций с ВОГ, полученных твердофазным и 
жидкофазным способами, приведены в табл. 1. Рассчитанные механиче-
ские параметры ПЛА типичны для стеклообразных полимеров с низким 
удлинением при разрыве. 

Сравнительное изучение данных показывает, что увеличение содер-
жания наполнителя в интервале концентраций 0,05—0,25% по массе 
при твердофазном синтезе практически не влияет на значения модуля 
жесткости E , тогда как при жидкофазном синтезе происходит его не-
значительное повышение. Как известно, введение более жесткого по 
сравнению с полимерной матрицей наполнителя обычно приводит к 
возрастанию жесткости композиции, что объясняется передачей усилий 
на наполнитель, вследствие чего при условии хорошей адгезии проис-
ходит увеличение модуля Юнга. Данные табл. 1 коррелируют с полу-
ченными в [28, 29].

В случае, если увеличение концентрации наполнителя при твердофаз-
ном синтезе приводит к росту прочности, то при жидкофазном синтезе 
наблюдается падение значений прочности, особенно заметное при более 
высоких степенях наполнения. Это может быть связано с различиями 
в структуре композиций, возникающими вследствие неравномерности 

Табл. 1.
Механические характеристики ПЛА и композиций ПЛА-ВОГ полученных 

разными способами

Содержание ВОГ в ком-
позиции, % по массе Е, МПа su, МПа eu,%

Твердофазный способ 
ПЛА 2700±129 45,4±1,9 4,0±0,15
0,05 2720±136 46,3±1,6 2,0±0,1
0,10 2728±163 48,5±1,8 2,0±0,1
0,15 2755±138 50,4±1,5 2,1±0,1
0,20 2778±194 51,5±1,7 2,2±0,1
0,25 2788±167 52,5±2,1 2,5±0,05

Жидкофазный способ
ПЛА 2900±174 47,7±2,1 3,0±0,1
0,05 3000±150 46,7±1,9 2,5±0,05
0,10 3040±156 42,9±1,7 2,5±0,1
0,15 3100±217 40,8±2,2 2,5±0,1
0,20 3210±192 39,8±1,6 2,0±0,05
0,25 3220±161 38,5±1,8 2,0±0,05
1,00 3230±221 35,2±1,5 1,5±0,02
3,00 3235±159 32,1±1,9 1,5±0,03
5,00 3390±203 22,6±1,4 1,0±0,01
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распределения частиц ВОГ. В этой связи необходимо отметить, что при 
проведении жидкофазного синтеза было заметно наличие черного слоя 
ВОГ, что свидетельствует о неравномерности перемешивания.

Значения удлинения композиций в зависимости от содержания нанона-
полнителя изменяются незначительно, что объясняется высокой жестко-
стью системы, однако можно отметить, что при жидкофазном способе 
получения наблюдается более заметное падение разрывного удлинения.

Деформационное поведение полимерных систем, содержащих напол-
нитель, зависит от размера и формы включений, а также морфологии 
полимерной матрицы. В композитах на основе пластичных полимеров, 
деформирующихся с образованием шейки, введение наполнителя меняет 
характер растяжения. В зависимости от свойств матрицы наблюдается 
либо переход от деформирования с образованием и ростом шейки к од-
нородному пластичному растяжению (пластично-пластичный переход) 
или переход к хрупкому разрыву (пластично-хрупкий переход). 

На рис. 2 приведены диаграммы растяжения s — e  для ПЛА и смесей 
ПЛА-ВОГ, полученных в условиях твердофазного (рис. 2—а) и жидко-
фазного синтеза (рис. 2—б), с содержанием наполнителя 0,25% по массе. 
Видно, что при удлинении 2% у ПЛА начинает формироваться “шейка”. 
При дальнейшем растяжении образца сечения исходной и суженой зон 
изменяются, и образовавшаяся “шейка” распространяется по образцу. 
Введение в ПЛА наполнителя приводит к изменению кривых растяжения. 
Композиты, полученные твердофазным методом, деформируются одно-
родно без образования “шейки”, т.е. напряжение в них монотонно воз-
растает по мере роста деформации (см. кривую 2 рис. 2—а). При растя-
жении композитов ПЛА-ВОГ, полученных в условиях жидкофазного 
синтеза, так же, как и для ПЛА, наблюдается образование “шейки” (см. 
кривую 2 рис. 2—б). При этом значения предела прочности su  и удли-
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Рис. 2. Диаграммы растяжения s— e  ПЛА (1) и композитов ПЛА-ВОГ (2), полу-
ченных в условиях твердофазного (а) и жидкофазного (б) синтеза, с содержанием 

наполнителя 0,25% по массе.
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нения при разрыве eu  для композиций значительно ниже, чем для ис-
ходного полимера.

Таким образом, наблюдаемые различия в изменении механических 
характеристик композиций, по-видимому, объясняются тем, что в усло-
виях твердофазного синтеза частицы наполнителя более равномерно 
распределены в полимерной матрице. Это обусловливает возрастание 
прочности материала с увеличением содержания ВОГ, тогда как при 
синтезе в растворе частицы ВОГ находятся в агрегированном состоянии. 
Такая агрегация способствует образованию неоднородной структуры 
композиций, приводящей к снижению их прочностных характеристик.

2.2. Электрические свойства композиций. Одним из наиболее перспек-
тивных направлений использования композиций, содержащих графено-
вые производные, является возможность их применения в различных 
электронных устройствах благодаря высокой электрической проводи-
мости. Для того чтобы нанокомпозиты обладали электрической прово-
димостью, концентрация электропроводящего наполнителя должна быть 
выше порога перколяции [30].

В работе были измерены электрические характеристики композиций, 
полученных жидкофазным методом, с концентрацией ВОГ 0,25% по 
массе и композиций, содержащих ВОГ от 1 до 15% по массе. Поскольку, 
как уже упоминали, на использованном виде оборудования получение 
твердофазным методом композитов со столь высокими концентрациями 
наполнителя затруднительно, то для измерений был выбран диапазон 
концентраций ВОГ 0,05—0,25% по массе. 

На рис. 3—a приведены зависимости проводимости s  от частоты f  
для композиций, полученных жидкофазным способом, при разной кон-
центрации наполнителя C . Линейная зависимость от частоты свидетель-

10 10 10 10 10 10 10 10 10
� �2 1 0 1 2 3 4 5 6

10

10

10

10

10

10

10

�4

�6

�8

�10

�12

�14

�16

2

3

а

4

5
6

f, Гц
11

�, Ом см. �1(            )
б

C, % по массе

0 2 4 6 8 10 12 14 16

10

10

10

10

10

10

10

�4

�6

�8

�10

�12

�14

�16

�, Ом см. �1(            )

Рис. 3. Зависимость проводимости s  от частоты f  при C = 0,25 (1); 1 (2); 3 (3); 
5 (4); 10 (5); 15% по массе (6) (а) и от концентрации наполнителя C  (б) композиций, 

полученных жидкофазным способом.
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ствует о прыжковом механизме проводимости между изолированными 
частицами наполнителя, т.е. концентрация наполнителя ниже порога 
перколяции. Когда порог протекания превышен, проводимость не зависит 
от частоты. Как видно из данных рис. 3—a, для композитов при C = 0,25 
и 1% по массе порог протекания еще не достигнут, тогда как при C = 3% 
по массе и выше независимость проводимости от частоты свидетельству-
ет о превышении порога протекания. В то же время в интервале концен-
траций наполнителя 1—3% по массе происходит резкое (на семь-восемь 
порядков) возрастание проводимости (рис. 3—б). Оценка порога проте-
кания дает значение ~2,5%.

Для композиций, полученных твердофазным способом, проводимость 
линейно зависит от частоты (рис. 4), и ее значения мало отличаются от 
значений проводимости ненаполненного полимера. Линейная зависи-
мость от частоты свидетельствует о прыжковом механизме проводимо-
сти между изолированными частицами наполнителя, т.е. концентрация 
наполнителя ниже порога перколяции.

Необходимо еще раз отметить, что поскольку диапазоны концентрации 
наполнителя в композитах, полученных жидкофазным и твердофазным 
способами, вследствие особенностей проведения синтеза значительно 
различаются, то единственной общей точкой для измерения электриче-
ских характеристик является концентрация ВОГ, равная 0,25% по массе.

Анализ данных рис. 5 показывает, что проводимость на низких ча-
стотах композита, полученного твердофазным методом, более чем на 
порядок выше, чем полученного жидкофазным методом. При этом ди-
электрическая проницаемость композита, полученного твердофазным 
методом (3,0), также выше, чем синтезированного в жидкой фазе (2,7), 
и разница этих значений более чем 10%.
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Рис. 4. Зависимость проводимости ПЛА s  и композиций, полученных твердофаз-
ным способом, от частоты f  при разной концентрации наполнителя C : (1 — ПЛА 
после обработки в смесителе Брабендера; 2 — исходный ПЛА; 3—7 — композиции 

при C = 0,1 (3); 0,05 (4); 0,15 (5); 0,20 (6); 0,25% по массе (7).
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Таким образом, более высокая проводимость композита, полученно-
го твердофазным методом, при одинаковой концентрации наполнителя 
позволяет предположить, что порог протекания для этих композиций 
окажется ниже, чем полученных жидкофазным методом. Это предполо-
жение согласуется с результатами механических испытаний образцов, 
свидетельствующими о более равномерном распределении частиц ВОГ 
в матрице, полученной твердофазным способом.

2.3. Термофизические свойства композиций. Теплофизические ха-
рактеристики композиций, полученных жидкофазным и твердофазным 
методами, определяли методом ДСК.

ДСК-термограммы использовали для определения температуры 
стеклования Tg , температуры релаксации Tr , температуры холодной 
кристаллизации (кристаллизации в расплаве) Tc.cr , температуры плавле-
ния Tmelt , а также энтальпий релаксации DHr , холодной кристаллизации 
DHc.cr  и плавления DHmelt . Удельный тепловой поток от пика плавления 
(мВт/мг) соотносили с массой ПЛА за вычетом массы ВОГ, с целью 
коррекции тепловых эффектов. 

Степень кристалличности ПЛА и его композиций χ  (%) вычисляли 
по формуле

 � �
�D D

D

H H
H

melt cr

melt
100

, 

где DHmelt
100  — теоретическая величина энтальпии плавления 100-процент-

ного кристаллического поли(L-лактида), по литературным данным равная 
93,6 Дж/г [31]. Рассчитанная таким образом степень кристалличности ПЛА 
равна 30,8%.

На рис. 6 представлены типичные ДСК-кривые композиций ПЛА-ВОГ, 
полученные в растворе хлороформа (а) и в условиях твердофазного сме-
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Рис. 5. Зависимость проводимости s  (а) и диэлектрической проницаемости ��  (б) 
от частоты f  композитов, полученных жидкофазным (1) и твердофазным (2) спо-

собами. C = 0,25% по массе.
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шения (б). Как видно из рисунка, на всех термограммах ДСК исходно-
го ПЛА и композиций ПЛА-ВОГ, полученных в растворе хлороформа 
(рис. 6—а) и в условиях твердофазного смешения (рис. 6—б), наблюдается 
переход из стеклообразного состояния в высокоэластичное, с температу-
рами стеклования Tg  в диапазоне 61,1—66,0 °C (табл. 2). В диапазоне 

Табл. 2.
Термофизические характеристики ПЛА и композиций ПЛА-ВОГ, 

полученных разными способами 

Образец Tg, °C Tr, °C DHr, 
Дж/г Tc,cr, °C DHc,cr, 

Дж/г Tmelt, °C DHmelt, 
Дж/г X, %

В растворе хлороформа
ПЛА-ВОГ

0,05% по массе
64,8 66,0 -4,8 129,5 16,3 - / 162,8 –38,2 23,4

ПЛА-ВОГ
0,1% по массе

62,2 63,6 –3,6 100,9 15,5 - / 162,1 –36,2 22,0

ПЛА-ВОГ
0,25% по массе

64,6 65,8 –4,2 117,6 21,3 - / 162,9 –39,6 19,7

ПЛА-ВОГ
1,0% по массе

64,1 65,4 –4,4 129,6 7,6 - / 162,0 –17,3 10,4

Твердофазный способ
ПЛА-ВОГ

0,05% по массе
65,9 67,3 –5,3 117,7 28,8 157,7/162,5 32,1 3,5

ПЛА-ВОГ
0,1% по массе

62,0 63,0 –1,6 119,2 27,4 156,3/161,7 30,1 2,9

ПЛА-ВОГ
0,25% по массе

65,7 67,2 –5,1 115,6 28,4 157,3/162,7 31,0 2,0
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Рис. 6. Зависимость теплового потока (ДСК) от температуры T  композиций ПЛА-
ВОГ, полученных в растворе хлороформа, содержащих 0,05 (1); 0,1 (2); 0,25 (3); 1,0% 
по массе (4) ВОГ (а), и в условиях твердофазного смешения для исходного ПЛА (1) 
и композиций ПЛА-ВОГ, содержащих 0,05 (2); 0,15 (3); 0,25% по массе (4) ВОГ (б), 

при первичном нагревании.
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температур 62,2—68,1 °C присутствуют типичные эндо-пики, отражающие 
релаксационный эффект структуры ПЛА, возникающий сразу же после 
перехода композиций из стеклообразного состояния в высокоэластичное, 
сопровождающегося обратимой деформацией макромолекул ПЛА при 
малых растяжениях. 

При температуре выше 110 °C для всех композиций ПЛА наблюдается 
экзотермический эффект “холодной кристаллизации”. Из данных табл. 2 
видно, что значения температуры “холодной кристаллизации” для всех 
композиций ПЛА-ВОГ, полученных в растворе хлороформа, находятся в 
диапазоне температур 100,9—129,6 °C, тогда как аналогичные значения 
Tc.cr  для композиций, полученных в условиях твердофазного смешения, — 
в диапазоне 115,6—119,2 °C.

В общем случае значения теплот “холодной кристаллизации” (
DHc.cr ) для композиций ПЛА-ВОГ, полученных твердофазным спосо-
бом, выше полученных в растворе хлороформа ( см. табл. 2), что сви-
детельствует о более равномерном распределении ВОГ в ПЛА при 
твердофазном смешении, приводящем к снижению сегментальной под-
вижности цепей ПЛА и затруднению формирования кристаллической 
структуры ПЛА в расплаве. Кроме того, из-за аморфизации полимера 
при твердофазном смешении под действием сдвиговых деформаций 
доля аморфного полимера увеличивается, вследствие чего возрастает 
его способность к холодной кристаллизации.

Необходимо отметить, что тепловой эффект плавления (DHmelt ) для 
a- и α′-кристаллических форм ПЛА снижается в композициях ПЛА-ВОГ, 
полученных в растворе хлороформа (см. табл. 2), по мере увеличения 
концентрации ВОГ и практически остается неизменным для композиций, 
полученных в условиях твердофазного смешения (см. табл. 2). 

Проведенная сравнительная оценка влияния концентрации ВОГ на 
степень кристалличности композиций ПЛА-ВОГ, полученных обоими 
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способами, показала, что значения степени кристалличности ПЛА в 
композициях, полученных жидкофазным способом, выше, чем синтези-
рованных в твердой фазе.

Наблюдаемое резкое падение значений кристалличности ПЛА в ком-
позициях, полученных твердофазным способом, по сравнению с кри-
сталличностью исходного ПЛА может быть связано с аморфизацией 
ПЛА в процессе твердофазного смешения ВОГ под действием сдвиговых 
деформаций. Как уже упоминали ранее, аморфизация полимеров приво-
дит к снижению их степени кристалличности. Кроме того, несомненно, 
следует учитывать и более равномерное распределение частиц ВОГ в 
композициях ПЛА при твердофазном смешении, чем в растворе хлорофор-
ма, приводящее к затруднению образования кристаллической фазы ПЛА 
вследствие снижения сегментальной подвижности цепей макромолекул. 
Полученные результаты иллюстрируют кривые, приведенные на рис. 7, 
из которых отчетливо видно изменение степени кристалличности ПЛА в 
композициях, полученных разными методами.

2.4. Морфология композиций. Описанные результаты получили свое 
подтверждение при исследовании морфологии композиций, полученных 

а б

в

Рис. 8. СЭМ-изображения композиций ПЛА-ВОГ, полученных жидкофазным спо-
собом с содержанием наполнителя 0,25 (а) и 10% по массе (б), и твердофазным 

способом, содержащих 0,25% по массе ВОГ (в).
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разными способами, методом сканирующей электронной микроскопии 
(СЭМ). 

Из данных рис. 8—а, б отчетливо видно, что в композициях, получен-
ных жидкофазным способом, частицы наполнителя коагулируют с обра-
зованием агрегатов, локализующихся в отдельных областях. Отметим, 
что с ростом концентрации ВОГ в матрице ПЛА характер распределения 
частиц и их размеры не меняются, а увеличивается только объемная доля 
дисперсной фазы в композитном материале. 

В то же время твердофазный способ получения композиций (рис. 8—в) 
приводит к получению фазовой структуры типа матрица—включения с 
равномерным распределением дисперсных частиц коагулировавшего ВОГ 
размером 100 нм. 

Таким образом, полученные СЭМ-изображения композиций наглядно 
демонстрируют различия в структуре образцов и полностью согласуются 
с результатами исследования их механических, электрических и тепло-
физических характеристик, согласно которым метод получения является 
главным фактором, определяющим свойства образующегося материала.

Выводы

Методами твердофазного смешения под действием сдвиговых дефор-
маций в смесителе Брабендера и смешением в жидкой фазе под действи-
ем ультразвука получены нанокомпозиции ПЛА-ВОГ разного состава. 
Проведено сравнительное изучение механических, электрических и 
термических свойств, а также морфологии композиций. Установлено, 
что композиции, полученные в твердой фазе, обладают более высокими 
прочностными характеристиками, что объясняется более равномерным 
распределением и отсутствием агрегации наночастиц ВОГ в матрице 
ПЛА, чем получение в жидкой фазе. Для композитов, полученных твер-
дофазным методом, проводимость на низких частотах более чем на по-
рядок превышает проводимость композитов, полученных жидкофазным 
методом, при одинаковой концентрации 0,25% по массе.

При исследовании термофизических свойств композиций продемон-
стрированы различия температур фазовых переходов и величин тепловых 
эффектов. Обнаруженное резкое падение степени кристалличности ПЛА 
в композициях, полученных твердофазным способом, обусловлено двумя 
причинами: аморфизацией полимера под действием сдвиговых дефор-
маций и снижением сегментальной подвижности полимерных цепей в 
присутствии неагрегированных частиц ВОГ. Исследование морфологии 
композиций методом СЭМ показало различие структур композиций, полу-
ченных обоими методами, что является важным подтверждением влияния 
способа смешения на свойства образующихся материалов.

Таким образом, разрабатываемые композиции, являющиеся новыми 
перспективными полимерными материалами с улучшенными по срав-
нению с исходным полилактидом прочностными и термическими харак-
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теристиками, а также повышенной электропроводностью, могут быть 
востребованы во многих современных технологических устройствах, 
включая солнечные батареи, плазменные мониторы, сенсорные экраны, 
а также в биомедицине и т.д.

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда 
(№ проекта 22-23-00369).
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ВЛИЯНИЕ ОЛИГОМЕРНЫХ СОПОЛИИМИДОВ 
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EFFECT OF OLIGOMERIC COPOLYIMIDES ON THE PROPERTIES 
OF EPOXY BINDERS

Keywords: epoxy resin, oligomer copolyimides, viscosity, temperature 
constancy, adhesive strength of “matrix — fiber” joints. 

The application ability of oligomeric copolyimides (OCPI) as epoxy 
resin modifiers of fiber-reinforced composites was investigated. 
For this purpose, the properties of epoxy resin compositions based 
on an ED-20 epoxy resin and iso-MTHPA modified by oligomeric 
copolyimides with terminal anhydride groups were studied. It is shown 
that the incorporation of OCPI into the ED-20 epoxy resin does not 
reduce manufacturability of the initial binder (viscosity of all binders 
is almost similar in composite formation conditions), increases the 
“binder-fiber” interface strength (the growth in the adhesive strength 
reaches 40%), and can slightly improve or reduce the heat capacity 
(the alteration in the glass temperature is ± 16-22°C). The magnitude 
of the effects obtained depends on the amount of injected oligoimide 
amount and its structure. An analysis of the results obtained allows 
us to suggest that reactive oligomers can serve as modifiers of the 
epoxydiane resin in the production of fiber-reinforced structural 
plastics.
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Ключевые слова: смола эпоксидная, сополиимиды олигомер-
ные, вязкость, теплостойкость, прочность соединений связую-
щее—волокно адгезионная

Рассмотрена возможность применения олигомерных сополи-
имидов (СПИ) в качестве модификаторов эпоксидных смол, 
используемых для получения волокнистых композитов. Для 
этого изучены свойства эпоксидно-ангидридных композиций на 
основе эпоксидиановой смолы ЭД-20 и изо-МТГФА, модифици-
рованных олигомерными сополиимидами с концевыми ангидрид-
ными группами. Показано, что введение СПИ в смолу ЭД-20 не 
ухудшает технологичности исходного связующего (в условиях 
формирования композитов вязкость всех связующих практически 
одинакова), повышает прочность межфазной границы связую-
щее—волокно (рост значений адгезионной прочности достигает 
40%), может ухудшать или улучшать теплостойкость (изменение 
температуры стеклования ± 16—22 °C). Величина достигнутых 
эффектов зависит от количества введённого олигоимида и его 
структуры. Анализ результатов позволяет утверждать, что реак-
ционноспособные олигоимиды могут служить модификаторами 
эпоксидиановых смол при получении армированных волокнами 
пластиков конструкционного назначения.

Введение

Эпоксидные смолы (ЭС) — одни из наиболее востребованных поли-
мерных материалов, их используют в качестве заливочных электроизоля-
ционных и герметизирующих компаундов, связующих в многочисленных 
композитных материалах различного функционального назначения, в 
виде клеев и защитных лакокрасочных покрытий [1—5]. Однако усадка 
этих смол относительно высока при отверждении, а в отверждённом 
состоянии — теплостойкость невысокая и высокая хрупкость [6—10]. 
Направленное регулирование свойств эпоксидных смол введением 
различных добавок или химическим модифицированием структуры 
позволяет свести указанные недостатки к минимуму и разрабатывать 
материалы, удовлетворяющие конкретным эксплуатационным требо-
ваниям. Одно из направлений модифицирования ЭС — создание свя-
зующих эпоксид—термопласт, в частности, с полисульфонами [10, 11], 
полиэфиримидами [12—14]. При этом термопласты используют как в 
виде полимеров (с относительно высокой молекулярной массой), так и 
олигомеров с концевыми реакционноспособными по отношению к ЭС 
группами [15]. Применение низкомолекулярных соединений с концевы-
ми химически активными группами, содержащих элементарные звенья 
хорошо зарекомендовавших себя термопластов, облегчает совместимость 
этих соединений с эпоксидной смолой и делает процесс приготовления 
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композиции более технологичным, а регулирование величины молеку-
лярной массы олигомеров позволяет разрабатывать связующие с набором 
функциональных свойств.

В данной работе исследовано влияние модифицирования эпоксидиано-
вой смолы горячего отверждения низкомолекулярными сополиимидами 
с концевыми реакционноспособными ангидридными группами. Выбор 
модификаторов связан с тем, что полиимиды, полиэфиримиды и сополи-
имиды разного химического строения и состава относятся к суперкон-
струкционным термопластам, отличающимся высокой теплостойкостью и 
механической прочностью, а также хорошей адгезией к разным материа-
лам. Благодаря комплексу своих эксплуатационных свойств эти полимеры 
находят широкое применение в различных отраслях промышленности, и 
для их производства имеется обширная сырьевая база [16—21].

1. Материалы и методы

1.1. Объекты исследования. В качестве основы всех связующих 
использовали эпоксидиановую смолу ЭД-20. Отвердитель — изо-ме-
тилтетрагидрофталевый ангидрид (изо-МТГФА) (90% от массы смолы), 
ускоритель полимеризации — 2-метилимидазол (0,2% от массы смолы). 
В качестве модификаторов использовали реакционноспособные олиго-
имиды, синтезированные в Институте элементоорганических соединений 
РАН, представляющие собой порошки от светло-желтого до коричневого 
цвета. Структурные формулы модификаторов следующие:

— СПИ-34 — олигомер на основе пиромеллитового диангидрида (ПМДА) 
и смеси пара- и мета-фенилендиамина

— СПИ-36 — синтезирован на основе смеси изомеров дифенилметанди-
изоцианата при избытке ПМДА
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— СПИ-38 — сополиимид на основе смеси ПМДА и диангидрида бен-
зофенонтетракарбоновой кислоты

— ПДТА-2 — синтезирован на основе замещенного мета-фениленди-
амина и диангидрида пиромеллитовой кислоты

Все исследуемые олигоимиды растворимы в диметилформамиде, 
N-метилпирролидоне и при нагревании — в изо-МТГФА.

1.2. Приготовление смесей эпоксид—олигоимид. Олигоимиды рас-
творяли при тщательном перемешивании в нагретом до 70 °С отверди-
теле. После растворения в изо-МТГФА получали прозрачные растворы 
от светло-жёлтого до тёмно-коричневого цвета. Охлаждённые до 20 °С 
растворы добавляли в смолу ЭД-20 комнатной температуры, содержащую 
ускоритель. Концентрация СПИ в получившемся связующем составляла 
5—30% от массы смолы. Эти связующие использовали далее при прове-
дении всех измерений.

Отметим, что при хранении в нормальных условиях смеси могут рас-
слаиваться, поэтому их следует перемешивать непосредственно перед 
приготовлением образцов.

1.3. Измерение вязкости. Вязкость смесей измеряли методом ротаци-
онной вискозиметрии на реометре MCR 702 (AntonPaarGmbH, Австрия) 
с рабочей ячейкой конус—плоскость при температурах 20—80 °С. Угол 
между конусом и плоскостью 1°. Значение вязкости η , Па·с, определяли 
из формулы [22, 23]

 �
�
�

�


, 

где τ  — напряжение при сдвиге, Па; γ  — скорость сдвига, с–1. Скорость 
сдвига варьировали от 30 до 410 с–1.

1.4. Измерение температуры стеклования. Температуру стеклования 
Tg  отвержденных образцов определяли с помощью дифференциальной 
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сканирующей калориметрии (ДСК). Измерения проводили на приборе 
NETZCH DSC 204F1 Phoenix при температуре 25—200 °C со скоростью 
нагрева 10 К/мин в среде аргона. Для исключения тепловой предыстории 
образцов в температурную программу ставили два нагрева и определяли 
температуру стеклования из термограммы второго нагрева. В качестве 
образцов использовали маленькие кусочки смолы (3—5 мг), которые 
откалывали от матриц, остающихся в алюминиевых чашечках после из-
мерения адгезионной прочности (см. далее).

1.5. Определение адгезионной прочности соединений эпоксидное 
связующее—волокно. Адгезионную прочность определяли методом 
pull-out на модельных образцах, схема которых представлена на рис. 1. 
Подложкой во всех случаях служила стальная проволока ОВС-9 диа-
метром d = 150 мкм. Химический состав стального волокна ОВС-9: 
С — 0,67—0,75, Si — 0,17—0,37, Mn — 0,5—0,8, Fe — основа, Сr ≤ 0,25, 
Ni ≤ 0,25, S ≤ 0,035, P≤ 0,03.

Полученные эпоксиолигоимидные смеси заливали в алюминиевые 
чашечки глубиной 3—5 мм и диаметром 8 мм. Образцы отверждали в 
термошкафу по ступенчатому режиму: 90 °С — 3 ч, 120 °С — 12 ч; от 
комнатной температуры до 90 °С и от 90 °С до 120 °С образцы нагревали 
со скоростью 1 град/мин; после термообработки образцы, оставаясь в 
формах, остывали вместе с термошкафом до комнатной температуры со 
скоростью 1—2 град/мин.

Сдвиговую адгезионную прочность τ  образцов определяли по фор-
муле 
 � � F S/ , 

где F  — сила, необходимая для разрушения соединения (для сдвига 

1 2 3 4

Рис. 1. Схема образца, используемого для определения адгезионной прочности со-
единений полимеров с волокнами диаметром d ≥  80—100 мкм методом выдёрги-
вания (pull-out): 1 — волокно; 2 — полимер; 3 — алюминиевая чашечка; 4 — при-

способление для приготовления образцов.
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волокна относительно слоя заполимеризованного связующего); S  — пло-
щадь адгезионного соединения, S dl�� ; d  — диаметр волокна; l  — дли-
на адгезионного соединения (длина участка волокна, погруженного в 
смолу). Значение F  определяли на адгезиометре (микроразрывная маши-
на, разработанная в ИХФ РАН [24, 25]); длину l  измеряли микрометром 
с двумя конусными вставками.

При изготовлении образцов значения толщины слоя смолы в чашечках 
(длина контакта волокна со связующим) немного различались. Поэтому 
площадь склеек образцов оказывается распределённой в некотором интер-
вале DS . При обработке результатов измерений интервал DS  делили на 
субинтервалы, каждый площадью 0,1 мм2. Для каждого субинтервала 
рассчитывали среднее значение разрушающей нагрузки Fav  и сдвиговой 
адгезионной прочности τav  образцов, чья площадь попадала в этот субин-
тервал, и строили зависимость величины τ  от размеров соединений. Ти-
пичные кривые τ — S  приведены на рис. 6. Подробно методика измерения 
адгезионной прочности описана в [24, 25].

2. Результаты и обсуждение

Для выяснения возможности использования предлагаемых олигоими-
дов в качестве модификаторов эпоксидных смол, применяемых в качестве 
связующих при производстве волокнистых композитов конструкционного 
назначения, было проверено, как добавление СПИ сказывается на вязкости 
и теплостойкости эпоксидов и на адгезионной прочности соединений свя-
зующее—волокно. Иными словами, как введение олигоимидов влияет на 
технологическое поведение связующих, их теплостойкость (у эпоксидов 
невысокая) и на прочность межфазной границы волокно—матрица, так 
как известно, что (при неидеальной адгезии) прочность однонаправлен-
ного композита изменяется симбатно с адгезионной прочностью. Замет-
ное ухудшение хотя бы одного из трёх указанных параметров вызывает 
сомнение в целесообразности использования данных олигоимидов для 
модифицирования эпоксидиановых смол.

2.1. Влияние олигоимидов на вязкость связующих. Результаты из-
мерения вязкости смесей η  эпоксидная смола—реакционноспособный 
сополиимид представлены на рисунках 2—4. На рис. 2 показаны типичные 
зависимости вязкости η  от скорости сдвига 

γ . Видно, что при постоянной 
температуре (в интервале 20—80 °С) значения η  и немодифицированной, 
и модифицированных смесей остаются практически постоянными, т.е. все 
исследуемые смеси (связующие) — ньютоновские жидкости. Введение 
олигоимидов при всех значениях температуры повышает вязкость исход-
ной смолы ЭД-20 (рис. 3). Зависимость lnη — C  при всех температурах 
описывается прямыми, наклон которых уменьшается по мере роста тем-
пературы.
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С повышением температуры от 20 °С до 80 °С вязкость падает больше, 
чем на порядок, у немодифицированной смолы ЭД-20 и на два порядка — 
у смесей с модификаторами (рис. 4). В результате того, что исходная смо-
ла ЭД-20 и связующие, в состав которых входят различные олигоимиды, 
с повышением температуры уменьшают свою вязкость по-разному, при 
80 °С значения η  оказываются практически одинаковыми (см. рис. 4—г).

Отметим, что держать смеси (связующие) при 70 °С и выше нельзя 
дольше ~15 мин, так как при более длительном прогреве начинается (ста-
новится заметным) отверждение смесей.

Полученные результаты позволяют утверждать, что модифицирование 
эпоксидной смолы ЭД-20 сополимерными олигоимидами не ухудшают 
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Рис. 2.  Зависимость вязкости η  эпоксиолигоимидных связующих — 
ЭД-20+изо-МТГФА (а) и ЭД-20+изо-МТГФА+20% по массе СПИ-38 (б) от скорости 

сдвига γ  при разной температуре в полулогарифмических координатах.
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Рис. 3. Зависимость вязкости η  от концентрации C  олигоимида в смесях 
ЭД-20 + изо-МТГФА+СПИ-38 при разных температурах в полулогарифмических 

координатах. Скорость сдвига γ  = 190 с–1.
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технологических возможностей связующих (по сравнению с исходной 
смолой). Хотя их вязкость при введении СПИ при комнатной температуре 
заметно растёт, она значительно интенсивнее падает с повышением темпе-
ратуры. Поэтому при создании однонаправленных композитов (например, 
методом намотки) при температуре выше комнатной (50—60 °С) значения 
вязкости всех связующих близки, и соответственно введение СПИ не по-
требует изменения параметров технологического процесса.

2.2. Влияние количества введённых олигоимидов на теплостойкость 
эпоксидных связующих. Об изменениях теплостойкости эпоксидного 
олигомера при модифицировании его реакционноспособными олигоими-
дами судили по изменению температуры стеклования Tg  отверждённых 
смесевых матриц. Значение Tg  определяли по точке перегиба термограмм, 
полученных методом ДСК (рис. 5 и табл. 1). Из таблицы видно, что добав-
ление 5% по массе модификатора для всех исследованных композиций 
увеличивает температуру стеклования эпоксидной матрицы. Рост значений 
Tg  зависит от структуры используемого олигоимида. Модификаторы СПИ-36 
и ПДТА-2 повышают температуру стеклования несколько заметнее, чем 
СПИ-34 и СПИ-38: первые — на 15—16 °С, вторые — на 8—12 °С. Даль-
нейшее (свыше 5% по массе) увеличение концентрации олигоимидов 
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Рис. 4. Зависимость вязкости η  от концентрации C  олигоимида в смесях 
ЭД-20+изо-МТГФА+олигоимид при разной температуре. Скорость сдвига 190 с–1.
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приводит к снижению температуры стеклования. Таким образом, концен-
трационная зависимость температуры стеклования эпоксидной смолы 
ЭД-20, модифицированной олигоимидами, во всех случаях описывается 
кривой с более или менее чётко выраженным максимумом. Как и макси-
мальное значение Tg , так и его снижение при C  > 5% по массе определя-
ется строением олигоимида. Например, модифицирование эпоксидной 
матрицы СПИ-34 приводит к практически линейному снижению значений 
Tg ; увеличение содержания СПИ-38 и СПИ-36 ведёт к более медленному 
снижению, но при концентрации C  = 30 и 20% по массе соответственно 
значение Tg  этих матриц становится ниже, чем исходной. И только оли-
гоимид ПДТА-2 сохраняет повышенное значение температуры стеклования 
смесевых матриц (по сравнению со смолой ЭД-20) во всём интервале 
рассмотренной концентрации.

Таким образом, теплостойкость смесевых матриц (эпоксид + олиго-
имид) может быть и немного выше, и немного ниже теплостойкости ис-
ходной эпоксидной матрицы и зависит от структуры вводимого олигои-

Табл. 1
Температура стеклования Tg  (°С) эпоксидных матриц, модифицированных 

олигоимидами

Модификатор C, % по массе
0 5 10 20 30

СПИ-34 121 129 122 111 -
СПИ-36 121 137 126 95 96
СПИ-38 121 133 134 132 106
ПДТА-2 121 136 - 133 129
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Рис. 5. Термограммы эпоксидных матриц, модифицированных СПИ-38. Цифры у 
кривых — содержание СПИ-38 в матрице (% по массе).
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мида и его концентрации. С чем связан подобный ход кривых Tg — C  пока 
не ясно. По всей вероятности, для ответа на этот вопрос нужно исследовать 
кинетику сополимеризации эпоксидов и олигоимидов.

2.3. Влияние количества введённых олигоимидов на прочность гра-
ницы раздела эпоксидное связующее—волокно. Результаты, полученные 
при исследовании межфазной прочности смолы ЭД-20 в соединениях с 
волокнами, представлены на рис. 6. Отметим, что прочность сцепления 
исходного связующего с волокном только немного ниже полученной при 
отверждении смолы аминными отвердителями (например, триэтанолами-
ном или триэтаноламинотитанатом) [18, 19].

Для всех исследованных систем значения адгезионной прочности τ  
зависят от размеров соединения, уменьшаясь с увеличением площади 
склейки S . Падение значений τ  наиболее чётко выражено у соединений 
малых размеров ( S  = 0,4—0,5 мм2; l d/ ≤  5—7). Таким образом, характер 
масштабной зависимости адгезионной прочности в новых исследуемых 
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Рис. 6. Зависимость адгезионной прочности τ  от площади соединений S  для си-
стемы эпоксидная смола ЭД-20, модифицированная олигоимидами—стальная про-
волока ( d  = 150 мкм) при C  = 5 (а); 10 (б); 20 (в); 30% по массе (г): ♦ — немоди-

фицированная смола; ■ — СПИ-34; ▲– СПИ-36; × — ПДТА-2; ●– СПИ-38.
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системах ничем не отличается от такового в самых разнообразных изучен-
ных до сих пор адгезионных парах (когда измерение значений τ  проводят 
ниже температуры стеклования адгезива).

Как известно [9, 18, 19], причина наблюдаемой масштабной зависимо-
сти адгезионной прочности — неравномерное распределение сдвиговых 
(касательных) напряжений на межфазной границе связующее—волокно. 
Эти напряжения складываются из внешних, прилагаемых к образцу при 
нагружении, и остаточных, возникающих в соединении во время его фор-
мирования и дальнейшего охлаждения ниже температуры стеклования 
связующего до температуры испытания. Характер зависимости τ — S  
определяется в основном температурными остаточными напряжениями.

Расположение кривых τ — S  на рис. 6 свидетельствует о том, что 
введение любого из исследуемых олигоимидов в связующее на основе 
смолы ЭД-20 улучшает прочность сцепления. Это не очень отчётливо 
видно при добавлении 5% по массе олигоимида (см. рис. 6—а) и вполне 
отчётливо — на рис. 6—в, г. Рост значений τ  наблюдается для образцов 
любых размеров (см. табл. 2). Также ясно, что адгезионная прочность 
модифицированной смолы повышается с ростом количества введённого 
модификатора.

Из данных рис. 6 и табл. 2 следует, что увеличение адгезионной 
прочности зависит также от строения (структуры) используемого олиго-
имида.

Табл. 2.
Адгезионная прочность τ  (МПа) соединений модифицированное 

олигоимидами эпоксидное связующее—стальная проволока ( d  = 150 мкм) 
при S  = 0,4 и 0,6 мм2

Модификатор C, % по массе
0 5 10 20 30

S = 0,4 мм2

СПИ-34 49 51 - 66 -
СПИ-36 49 56 58 67 57
СПИ-38 49 48 54 57 59
ПДТА-2 49 50 55 55 54

S = 0,6 мм2

СПИ-34 38 39 - 52 -
СПИ-36 38 43 51 54 49
СПИ-38 38 36 45 46 52
ПДТА-2 38 35 44 44 47
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Самой высокой адгезионной прочностью обладают смеси, содержащие 
20% по массе СПИ-36. Для систем, содержащих СПИ-38 и ПДТА-2, 
максимум значений τ  достигается при концентрации 30% по массе.

Увеличение прочности границы раздела может достигать 42% относи-
тельно чистой смолы.

Заключение

Исследование реологических, тепловых и адгезионных свойств эпок-
сидиановой смолы ЭД-20, модифицированной олигомерными сополи-
имидами, показало, что эти композиции пригодны для использования в 
качестве связующих при создании армированных волокнами пластиков 
конструкционного назначения. Для получения связующих со стабиль-
ными оптимальными характеристиками требуется изучение их свойств в 
процессе отверждения.
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НОВЫЙ МЕТОД КОМПЛЕКСНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 
ДЛЯ АНАЛИЗА ТКАНЫХ КОНСТРУКЦИЙ КАЙТОВ 

С ПЕРЕДНЕЙ НАДУВНОЙ КРОМКОЙ1

K. Desenclos*, A. Nême, J. B. Leroux, and C. Jochum

A NOVEL COMPOSITE MODELING METHOD TO ANALYZE 
THE WOVEN FABRIC STRUCTURES OF LEADING-EDGE 

INFLATABLE KITES

Keywords: leading-edge inflatable kites, fluid-structure coupling 
method, woven fabric, buckling

For several years, kites have been representing an innovative techno-
logy in the maritime sector to reduce the fuel consumption through 
an auxiliary propulsion or producing energy onboard. Regarding the 
continuous increase in kite sizes, one of the main objectives is to 
determine whether a leading-edge inflatable kite and its components 
will be able to withstand the pressure field induced by the aerodynamic 
load. Therefore, an accurate identification of stress fields in them is 
required by designers. For this aim, a fluid-structure interaction 
method was developed by coupling a 3D nonlinear lifting-line model 
with the Abaqus™ 2017 finite-element software tools. Within this 
framework, a structural analysis was performed for a kite made of a 
woven fabric by employing the thin-layer finite-element technique for 
its weak bending properties. This modeling method is new and is not 
available in the Abaqus™.

Ключевые слова: кайты с кромкой передней надувной, метод 
взаимодействия жидкость⸺конструкция, материал тканый, по-
теря устойчивости
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В течение нескольких лет кайты (kites) представляют инновацион-
ную технологию в морском секторе, обеспечивающую снижение 
расхода топлива за счет вспомогательной силовой установки или 
производства энергии на борту. Постоянное увеличение разме-
ров кайтов с передней надувной кромкой требует решения одной 
из основных задач, связанной со способностью их компонентов 
выдерживать поле давления, обусловленное аэродинамической 
нагрузкой. Поэтому от проектировщиков требуется точная иден-
тификация полей напряжений в кайтах. С этой целью разработан 
метод взаимодействия жидкость—конструкция на основе трех-
мерной нелинейной модели подъемной линии с использованием 
программного обеспечения Abaqus™ 2017. Конструкционный 
анализ кайта из тканого материала выполнен с использовани-
ем метода тонких конечных элементов в силу слабых изгибных 
свойств. Предложенный метод моделирования является новым, 
не имевшимся в наличии в программном обеспечении Abaqus™.

Введение

Использование гигантских кайтов в промышленных целях становится 
все более и более распространенным, особенно в последние два десяти-
летия, поскольку они способны обеспечить большую силу тяги, полезную 
для некоторых приложений. Проект Beyond the sea® направлен на разра-
ботку систем привязных кайтов в качестве вспомогательных движителей 
для торговых судов с целью сокращения вредных выбросов [1]. Создание 
таких систем, способных выдерживать высокие динамические нагрузки, 
требует разработки подхода к моделированию привязанных кайтов для 
понимания их поведения. С этой целью разработан инструмент программ-
ного обеспечения для определения взаимодействия и размеров кайтов 
(ВРК), использованный для оценки поведения кайта с надувной передней 
кромкой при заданных, кажущихся эффективными, условиях ветра и угле 
атаки. Применена трехмерная нелинейная модель подъемной линии [2] в 
сочетании с конечно-элементным программным обеспечением Abaqus™ 
2017. Метод трехмерной нелинейной подъемной линии, разработанный 
в [3], основан на модификации теории подъемной линии Прандтля.

В работе учитывали нелинейность локального двухмерного коэффи-
циента подъемной силы в зависимости от угла падения и применили 
итерационный метод для определения локальных циркуляций, обеспе-
чивающих локально возникающие ветры и эффективные углы падения. 
Зная эволюцию двухмерного коэффициента давления вдоль хорды при 
заданном угле падения, при моделировании методом конечных элементов 
(МКЭ) к кайту прикладывали аэродинамическую нагрузку. Инструменты 
программного обеспечения ВРК, кратко описанные в разделе 2, разработа-
ны в [2, 4]. Численному моделированию кайтов посвящены работы [5—9]. 
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В большинстве случаев конструкции очень приблизительно моделировали 
как твердое тело, поскольку основной целью этих исследований было 
представление методов управления кайтом или определение максималь-
ной мощности, передаваемой для производства энергии. В [10, 11] рас-
смотрена глобальная деформативность привязного кайта и определены 
его габариты. Кайт изготавливают в основном из очень тонкого тканого 
материала, что обусловливает его мембраноподобное поведение при 
незначительной жесткости. Для моделирования мембранного поведения 
тканей использовали инженерный макроскопический подход, не требу-
ющий микромасштабного рассмотрения [12].

Были использованы плоскостные напряжения, определяемые как 
произведение напряжений Коши на толщину ткани. В разделе 3 пред-
ставлен метод идентификации матрицы жесткости тканей A . Все наду-
тые трубы геометрии кайта (переднюю кромку и латы (battens)) моде-
лировали с помощью балочных конечных элементов. Для определения 
модуля Юнга и геометрических характеристик эквивалентных попереч-
ных сечений балки A I0 ,   и J  использовали компоненты матрицы 
мембранной жесткости [13], как описано в разделе 4. Разработка “есте-
ственной” конечно-эле ментной модели кайта посредством программ-
ного обеспечения Abaqus™ без особых предостережений приводит к не-
правильным или несходящимся решениям. В разделах 5.1, 5.2 и 5.3 
представлены разные модификации “естественной” конечно-элементной 
модели надувных труб, купола и тросов кайта. Во избежание проблем с 
численной сходимостью, связанных с локальной потерей устойчивости 
тканей, использовали фиктивную толщину [14]. Значения модулей Юнга 
и сдвига в плоскости, введенные в конечно-элементную модель, разрабо-
танную посредством программного обеспечения Abaqus™, также были 
фиктивными для реализации матрицы жесткости, согласованной с полу-
ченными экспериментальными результатами. Эти аспекты описаны в 
разделе 5.2.

Во избежание трудностей со сходимостью конечно-элементных реше-
ний для конструкций мембранного типа также предлагают и другие мето-
ды [15⸺17]. Однако они требуют утомительной калибровки параметров 
(как правило, коэффициентов демпфирования), зависящих от типа реша-
емой задачи. В программном обеспечении Abaqus™ во избежание явлений 
заклинивания от сдвига [18] в конечных элементах балки (см. раздел 5.1) 
и оболочки (см. раздел 5.2) используют коэффициент гибкости при попе-
речном сдвиге. В соответствии с нашими собственными критериями зна-
чение этого коэффициента, предлагаемое по умолчанию, было изменено. 
Введение упрочнения посредством тканых накладок, пришитых к куполу, 
смоделировали с помощью опции “обшивка”, имеющейся в программном 
обеспечении Abaqus™. Обоснование и реализацию этого варианта расчета 
описали в разделе 5.2. Конечно-элементная сетка исходной конфигурации 
привязного кайта, выбранная для расчета конструкции в итерационном 
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цикле жидкость—конструкция, представлена в разделе 5.3. Поскольку 
надувные трубы (переднюю кромку и латы) моделировали как балки, 
стандартная процедура постобработки, предлагаемая программным обе-
спечением Abaqus™, не подходила для получения информации о стенках 
труб, изготовленных из ортотропных тканей. В разделе 6 представлены 
разработки, выполненные для получения критерия потери устойчивости и 
предела текучести в зависимости от внутреннего давления в накачанных 
трубах. В разделе 7 представлены результаты, полученные с помощью 
инструментов программного обеспечения ВРК, для трех конфигураций 
уздечек привязного кайта площадью 50 м2. Преимущества ВРК обсудили 
в разделе 8.

1. Метод взаимодействия жидкость—конструкция

Для инструментов программного обеспечения ВРК разработали трех-
мерный нелинейный метод подъемной линии в сочетании с анализом 
МКЭ. В силу симметрии геометрии кайта конечно-элементную модель 
создавали только для его половины. Кроме того, учитывали условия пря-
мого полета, что обусловило симметричный режим нагружения. При этом 
вымпельный ветер считали пространственно однородным, а угол падения 
между вектором ветра и хордой кайта — неизменным в плоскости симме-
трии. На втором этапе для решения задачи об аэродинамической нагрузке, 
действующей на деформированную форму кайта, рассчитанную посред-
ством МКЭ, создали конечно-элементную модель жидкости. Инструмент 
программного обеспечения ВРК в качестве входных данных включал 
информацию о геометрии кайта, условии полета и свойствах материалов. 
Первый шаг начали с расчета жидкости с использованием трехмерного 
нелинейного метода подъемной линии. Полученные коэффициенты давле-
ния интерполировали и использовали при создании конечно-элементной 
модели кайта. Конечно-элементный анализ кайта начали с нелинейного 
неявного динамического расчета для квазистатических приложений. При 
расчете старта конструкции рассматривали недеформированную геоме-

Входные
данные

Выходные
данные

Нет

Да

Выполнен?

Анализ
МКЭ

Деформированная геометрия

Критерий
сходимости

Расчет
жидкости

Конечно-элементная
сетка для модели

жидкости

Конечно-элементная
сетка для модели

МКЭ

Рис. 1. Блок-схема инструмента программного обеспечения ВРК.



1243MECHANICS OF COMPOSITE MATERIALS.—2022.—Vol. 58, No. 6.

НОВЫЙ МЕТОД КОМПЛЕКСНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ ДЛЯ АНАЛИЗА ТКАНЫХ...

трию кайта. Расчет продолжали до тех пор, пока не достигали равновесно-
го положения. По завершении первой итерации начинали вторую с новым 
расчетом жидкости с учетом деформированной геометрии, вычисленной с 
помощью программного обеспечения Abaqus™. После расчета по модели 
жидкости снова выполняли расчет МКЭ. В конце второй итерации про-
веряли критерии сходимости, основанные на энергии деформирования 
и кинетической энергии, рассчитанных на каждой итерации. Блок-схема 
процедуры расчета показана на рис. 1.

Использовали декартовую ортонормированную систему координат 
K X Y Z, , ,   

  � �  (рис. 2) с началом в точке K  на передней четверти хорды 
кайта в плоскости симметрии. Ось Z  коллинеарна вектору KO

� ���
� � , где 

точка O  обозначает переднюю кромку швартовки точки закрепления. Ось 
X  направлена от задней кромки к передней. Наконец, ось Y  задали как 
векторное произведение 

 

X Z, � � � , направленное в сторону не нарисован-
ной половины кайта (см. рис. 2).

2. Свойства материалов

Купол и надувные трубы изготовлены из полиэфирных тканей 10080 E37 
и 50058 E45 соответственно. Для определения параметров композитного 
материала использовали ортотропную модель с разной прочностью при 
растяжении в разных направлениях. Принимая во внимание угол α  между 
направлениями оси x  и основы тканого материала, мембранное уравнение 

Рис. 2. Пример конечно-элементной сетки для половины кайта: передние (зеленые) 
и задние (красные) кромки уздечек и радиальные надувные трубы передней кромки 

и латы (голубые). (●) — точка K ; (- - -) — система координат.
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состояния записали в глобальной декартовой ортонормированной системе 
координат x y,� � �  как
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� � �; ; , 

где N  ⸺ матрица напряжений в плоскости [Н/м]; A  ⸺ матрица жестко-
сти [Н/м]; x  и y  ⸺ деформации в плоскости в направлении осей x  и 
y  соответственно; γ xy  ⸺ сдвиговая деформация. Матрицы N  и A  — 

симметричные. Компоненты матрицы A−1  приведены в (3). Модули Юнга, 
коэффициенты Пуассона и коэффициенты взаимного влияния с нижними 
индексами x  или y  записаны в глобальной декартовой ортогональной 
системе координат  x y,�� � , а нижние индексы L  или T  определены в де-
картовой ортогональной системе главных осей упругой симметрии мате-
риала, где L  и T  обозначают направление основы и утка тканого компо-
зита соответственно [19]. В силу симметрии матрицы податливости A−1  
ее компоненты в осях упругой симметрии материала имеют вид
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Введя обозначения c � cos�  и s � sin� , представим матрицу податли-
вости A−1  в виде
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(3)

Из испытаний на растяжение при α = 0 и π
2

 посредством уравнений (3) 

определим значения E EL T LT,� � ,�ν  и νTL , а при � �
� �

4
 — компоненты 

�GLT  и νTL :

 

4 1 1 1 2

4 2 1 1 1

E E E G E

E E E E G

x L T LT

TL

T

xy

x

TL

T L T LT

� � � �

� � � �

�

�
�
�

�
�
�

�

� �

,

,

 (4)

 ⇒

G E

E
E

E
E

LT
x

xy

TL
T

L

T

x
xy

�
�� �

� � � �� ��

�
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�
�

2 1

1

2
1

2
1

�

� �

,

,

 (5)

запишем GLT  как
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Таким образом, определение модуля Юнга Ex  в направлении под углом 
45° к направлению основы позволило найти модуль сдвига GLT  (см. 
уравнение (6)).

Оба тканых материала испытали на прочность при растяжении в про-
дольном, поперечном направлениях и под углом 45° к направлению во-
локон для определения их свойств в осях ортотропии. Следует отметить, 
что значения модулей упругости анизотропного материала должны обе-
спечивать положительную определенность функции энергии деформиро-
вания, т.е. матрицы упругости и податливости должны быть положитель-
но определенными и симметричными [20], что проверили с помощью 
теоремы Сильвестра. Теорема утверждает, что реальная симметричная, 
или эрмитова, матрица A � � � � �

aij i j n1 ,
 положительно определена тогда и 

только тогда, когда матрицы Ap � � � � �
aij i j p1 ,

 имеют положительный опре-

делитель при p =  1– n . Таким образом, согласно уравнению (2) необхо-
димо проверить следующие неравенства:
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 (7)

где X Y, ,  S  ⸺ прочности в продольном L  и поперечном T  направле-
ниях и сдвиге в плоскости LT  соответственно (в начале нелинейного 
поведения). Значения механических постоянных для двух тканых мате-
риалов приведены в таблице.

Механические свойства тканей 10080 E37 и 50058 E45

Свойство 10080 E37 50058 E45

Масса на единицу площади, кг/м2 83 223
EL, кН/м 177,14 245,28
ET , кН/м 97,18 454,14

GLT , кН/м 4,4 29,1
vLT 0,17 0,13

X, кН/м 3,19 2,66
Y, кН/м 2,24 4,85
S, кН/м 0,17 0,69
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Уздечки (bridles) для кайта изготовили из классической ткани Dyneema® 
плотностью 640 кг/м3 c модулем Юнга 65,3 ГПа.

3. Модель кайта

Уздечки имели нулевую жесткость при изгибе и поперечном сдвиге. 
Кроме того, они не сопротивлялись сжатию. Поэтому их моделировали с 
помощью ферменных конечных элементов T3D2 из библиотеки элементов 
программного обеспечения Abaqus™. Выбор геометрии для их передней 
и задней кромок осуществляет пользователь, и это критический момент 
моделирования, поскольку геометрия конструкции уздечек сильно влия-
ет на поведение кайта. Данные рис. 2 иллюстрирует пример геометрии 
уздечек, показанных зеленым и красным цветом.

Использование надувных труб обеспечивает подъемную силу и гео-
метрическую жесткость кайта. Их смоделировали с помощью трехмер-
ных линейных конечных элементов B31 балки Тимошенко в программ-
ном обеспечении Abaqus™. Начиная с карты входных данных материала 
( E GL LT, ), задавали фиктивную геометрию и соответствующие модули 
упругости для реализации реальных удлинений и жесткостей труб при 
изгибе и кручении. Площадь поперечного сечения AB  определяли по 
внешнему радиусу R , выбранному для надувной трубы:

 A RB ��
2
.  (8)

Для определения свойств поперечного сечения балки необходимы 
значения модулей Юнга EL  и сдвига GLT  ткани, которой обернута на-
дувная труба. Ее модуль Юнга при растяжении описывает выражение

 E E
RB
L= 2 , (9)

а жесткость при растяжении равна E A REB B L� 2� .
Момент инерции при изгибе определим как

 I R�
�
2

4 , (10)

а изгибную жесткость — как E I R EB L�� 3
.

Модуль сдвига GB  запишем как

 G G
RB
LT= 2 . (11)

Крутильный момент инерции равен

 J R�� 4 � , (12)

а крутильная жесткость — G J R GB LT� 2 3� .
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Купол изготовили из ткани с несколькими слоями с определенными 
упрочнениями. Конечно-элементную модель купола создали с помощью 
тонкостенных элементов S4R5 из библиотеки программного обеспечения 
Abaqus™ с использованием дискретных ограничений Кирхгофа. Последо-
вательность укладки ткани смоделировали с помощью опции обшивки, 
имеющейся в программном обеспечении Abaqus™.

4. Свойства конечных элементов и конечно-элементная сетка

4.1. Надувные трубы. Для надувных труб учитывали трансверсальную 
жесткость конечного элемента балки Тимошенко. Компоненты трансвер-
сальной сдвиговой жесткости балки k13  и k23  вокруг её нейтральной оси 
идентичны. Нижние индексы 1 и 2 обозначают два направления, ортого-
нальные направлению оси 3 элемента балки. Ортонормированная систе-
ма отсчета (1, 2, 3) позволила ориентировать балки с некруглым попереч-
ным сечением. Надувную трубу моделировали как трубу, поскольку её 
радиус был значительно больше толщины ткани. Согласно [21] коэффи-
циент сдвига для трубы равен 0,53. Поэтому трансверсальную сдвиговую 
жесткость можно определить как

 k k k A G RGB B LT13 23 0 53 1 06� � � �, , ,  � . (13)

Также при задании сдвиговой жесткости в программном обеспечении 
Abaqus™ использовали коэффициент компенсации гибкости ξ  во избе-
жание слишком длинных элементов балки. Эффективную трансверсаль-
ную сдвиговую жесткость поперечного сечения гибкой балки определили 
в Abaqus™ как

 K k

A l

I
B

�
�

3 2

1
12

�

�
� �

, (14)

где α = 1, 2; l  ⸺ длина элемента балки. На основании прогиба балки 
Тимошенко с учетом коррекции сдвига коэффициент сдвиговой гибкости 
задали следующим образом:

 � � � �
0 53

0 53
,

,
G

E
k

E A
G
E

B

B B B

LT

L
. (15)

Тогда формула (14) для эффективной трансверсальной сдвиговой 
жесткости сводится к соотношению

 K k
kl
E IB

�3 2

1
12

�

�

.  (16)
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4.2. Купол в силу механического поведения (малая трансверсальная 
сдвиговая жесткости при изгибе) моделируют с помощью мембранных 
конечных элементов, имеющих нулевую изгибную жесткость и нулевую 
прочность при сжатии, но при этом может возникнуть потеря устойчи-
вости и складкообразование. Такие явления делают конструкционные 
расчеты очень сложными. Во избежание этого затруднения, купол смо-
делировали, используя тонкостенные оболочечные конечные элементы 
S4R5 из библиотеки программного обеспечения Abaqus™, обеспечиваю-
щие лучшую устойчивость, чем мембранные элементы. Однако приме-
нение оболочечных элементов привело к ненулевой изгибной жесткости. 
Поэтому толщину оболочечных элементов оболочки изменили.

Применив мембранную стратегию программного обеспечения Abaqus™, 
использовали безразмерный параметр D CS/ , где D  и C  ⸺ изгибная и 
мембранная жесткости кайта соответственно; S  ⸺ поверхность кайта. 
В случае изотропного материала и оболочки толщиной t  параметры D  
и C  вычисляли как

 D Et
�

�� �
3

2
12 1 �

, (17)

 C Et
�

�� �1
2�
.  (18)

Численные тесты [3, 14] показали, что этому соотношению соответствует 
значение 10 8− :

 D
CS

t
S

� � �
2

8

12
10 . (19)

Определим толщину купола как

 t S� � �
12 10

8
.  (20)

Таким образом, толщина t  оболочечного элемента, заданная в соот-
ветствии с формулой (20), обычно больше реальной толщины купола. В 
силу такой фиктивной толщины благодаря поперечному сдвигу возника-
ет энергия деформирования. Однако цель работы заключалась в том, 
чтобы смоделировать мембранное поведение купола. Для численного 
применения ограничений Кирхгофа в программном обеспечении Abaqus™ 
трансверсальную сдвиговую жесткость определяют как

 K f Kts
p

ts
�� ��� � , (21)

где Kts��  ⸺ компоненты сдвиговой жесткости поперечного сечения; 
� �, ,     � 1 2  относятся к локальным ортогональным направлениям, каса-
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тельным к поверхности оболочечного элемента (3 обозначает нормальное 
направление); оси 1 и 2 параллельны направлению основы и утка ткани 
соответственно; f p  ⸺ безразмерный коэффициент, используемый для 
предотвращения чрезмерного увеличения сдвиговой жесткости в тонких 
оболочках; Kts��  ⸺ реальная сдвиговая жесткость поперечного сечения. 
Коэффициент f p  определим как

 f A
t

p
s

�
� � �

1

1 2 5 10
5

2
,

, (22)

где As  ⸺ площадь поверхности элемента.
Предположили, что компоненты связанной жесткости K K12 21=  

обращаются в нуль, поскольку сильно несимметричную укладку не 
рассматривали. Таким образом, необходимо было определить только 
транс версальную сдвиговую жесткость Kαα . Основное допущение, сде-
ланное в настоящей работе, заключается в том, что материал является 
изотропным, а трансверсальная сдвиговая жесткость оболочечного эле-
мента эквивалентна жесткости балки Тимошенко длиной L , высотой t  и 
шириной l . Тогда трансверсальную сдвиговую жесткость конечного 
элемента купола можно записать как

 K E I

L E I
G A L

ts EB

EB

EB

��
�

�

�

�

�
�

�
��

�

�
��

12

1
123

3
2

,  (23)

где A LtEB �� =  и I Lt
EB =

3

12
.

Трансверсальной сдвиговой жесткостью следует пренебречь по срав-
нению с изгибной жесткостью:

 
12

1

3
2

E I
G A L

EB

EB

α

α
 .  (24)

Трансверсальная сдвиговая жесткость квадратного оболочечного эле-
мента длиной L , толщиной t  и площадью A Ls =

2  равна

 K E I

L E I
G A L

E I
L

E L t
L

ts EB

EB

EB

EB
��

�

�

�

�
��

�
�

�
��

�

�
��

� �
�

12

1
12

12

3

3
2

3
 ��

�
�
� �
3 2

E t t
As

� . (25)
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Согласно уравнениям (25), (22) и (21) реальная трансверсальная сдви-
говая жесткость равна

 K E t t
A

ts

s
�� �� � �

�

�

����

�

�

����
�

2
5

2 5 10, . (26)

Как уже было указано, купол может быть изготовлен из нескольких 
слоев ткани. Учитывая процесс изготовления, трудно определить эффек-
тивную реальную толщину каждого слоя. Последовательность укладки 
композитов обычно моделируют, используя опцию укладки композитов, 
имеющуюся в программном обеспечении Abaqus™. Однако, поскольку 
толщина купола, заданная посредством уравнения (20), является фик-
тивной, изгибная жесткость всего пакета слоев также фиктивна. Это 
обусловило фиктивные напряжения в слоях по обеим сторонам слоя, 
содержащего нейтральную ось. Такой подход приводит к неправильным 
результатам, если для постобработки поведения слоев используют кри-
терий Цая—Ву. Но поскольку толщина купола небольшая, пакет слоев 
можно было рассматривать в виде смеси. Согласно этому предположению 
последовательность укладки моделировали с помощью конечных элемен-
тов обшивки. Первый слой имел трансверсальную сдвиговую жесткость 
всего пакета и фиктивную толщину. Остальные слои пакета задали с по-
мощью узловой точки первого слоя, а их толщину ⸺ в 1000 раз меньше 
фиктивной. Этот прием позволил избежать реализации дополнительной 
значительной трансверсальной сдвиговой и изгибной жесткости купола. 
Остальные слои вносили вклад только в мембранную жесткость купола. 
Эту ситуацию иллюстрируют данные рис. 3.

4.3. Создание конечно-элементной сетки. Сетка, использованная при 
расчете жидкости, концептуально отличалась от используемой в программ-
ном обеспечении Abaqus™. Усилие, рассчитанное на кайте с помощью 
модели жидкости, пришлось перестроить для конечно-элементной модели 
конструкции посредством анализа МКЭ. Трехмерный нелинейный метод 
подъемной линии позволил определить коэффициенты давления в точках 

1

2

Z
�

3

Рис. 3. Схема укладки слоев, используемая в подходе обшивки: 1 — слой 1; 2 — слои 
от 2 до N; 3 — нейтральная плоскость при изгибе.
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вдоль профиля сечения. На рис. 4 показаны три части секции трубчатой 
балки с надувной передней кромкой, смоделированные для расчета жид-
кости; каждая точка Mi  имеет свой коэффициент давления. Линейная 
интерполяция сетки жидкости и коэффициентов давления позволила пе-
редать эти коэффициенты давления в структуру сетки анализа МКЭ.

Купол покрыли сеткой из  четырехугольников.  Рассматривая 
конечный элемент  как  четырехугольник  ABCD,  его  нормаль 
n  вычислили  как  среднее значение векторного произведения 
AB AD BC BA CD CB DA DC
� ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� �
, , , , , , ,� � � � � � ����� �.  Нормаль n  одного элемента пред-

ставляла собой аппроксимацию поверхности элемента. Давление, при-
ложенное к элементу, вычислили с помощью интерполированных коэф-
фициентов давления в точках A B C D, , , :

 P V C A C B C C C Dair eff p p p p� � � � � � � � � � � ��� ��
1

8

2� ,  (27)

где ρair  ⸺ плотность воздуха; Veff  ⸺ эффективная скорость ветра в 
сечении жидкости. Также выполнили конкретный анализ аэродинами-
ческих сил, действующих на переднюю кромку надувной трубы [3], 
приложенных в виде сосредоточенных сил и моментов к узловым точкам 
балочного элемента в конечно-элементной модели.

M0

�

0

M0�

�

Z
�

X
�

KMK

�

F �

�

F
�

Рис. 5. Метод вращения кайта: исходное (синие линии) и повернутое (красные линии) 
положения.

1
2

4

5 2
3

Рис. 4. Передняя кромка балочных сечений надувной трубы и элементарные 
силы и моменты: 1 ⸺ Mi ; 2 ⸺ купол; 3 ⸺ область рециркуляции; 4 ⸺ надувная 

труба; 5 ⸺ узел балки.
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Сумма элементарных сил и моментов, приложенных к куполу и пе-
редней кромке, вычисленная в точке K , представляет собой общую аэро-
динамическую нагрузку на половинку кайта (без тросов). F — проекция 
силы на плоскость симметрии ( , )X Z ; k

� ����
 — проекция момента на 

ось 


Y  (рис. 5). Эти составляющие создают момент o
� ����

 вокруг оси 


Y  в 
точке O . Поскольку тросы закреплены в точке O , момент o

� ����
 должен 

обратиться в нуль. Этого момента можно избежать, повернув кайт (толь-
ко купол и трубу) вокруг оси K ,� �



Y� �  на такой угол α  (см. рис. 5), чтобы 
момент o

� ����
 был равен нулю. Такое вращение обеспечивает более бы-

струю сходимость расчета за счет сокращения времени стабилизации 
конструкции.

5. Постобработка

Потеря устойчивости надувных труб может произойти в силу пере-
грузки. Действительно, изгиб при действии аэродинамической нагрузки 
может вызвать потерю устойчивости передней кромки и латов, которую 
наблюдали экспериментально (рис. 6). Для проверки этой неустойчиво-
сти выполнили специальный анализ постобработки выходных данных, 
полученных посредством программного обеспечения Abaqus™. Данные 
о напряженном состоянии в стенке трубы в выходных данных Abaqus™ 
отсутствовали. Поэтому в [4] выполнили еще одну постобработку с целью 
проверки пригодности критерия Цая—Ву при оценке разрушения ткани 
в стенке балки.

5.1. Критерий потери устойчивости. Выполненное с помощью про-
граммного обеспечения Abaqus™ конечно-элементное моделирование не 
продемонстрировало ни потери линейности надувных труб, ни риск по-
тери устойчивости. Поэтому пришлось использовать процедуру пост-
обработки, разработанную с помощью языка программирования python [4]. 
В выходных данных Abaqus™ были доступны значения силы ( SF ) и мо-

Рис. 6. Потеря устойчивости кайта с надувной передней кромкой (показан стрелками) 
в ходе экспериментального полета [22].
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мента ( SM ) в поперечном сечении балок. Благодаря данным о внутреннем 
давлении, одинаковом во всех трубах, геометрии кайта (рис. 7) и свойствах 
материала удалось определить потерю прямолинейности и критерий поте-
ри устойчивости. Матрица плоских напряжений в стенке трубы имеет вид

 N
N N
N N
xx x

x
�
�

�
�

�

�
�

�

� ��
,  (28)

 

N e N
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M
I
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M
I
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x z
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�
��
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�
�� � � �

�

�
�
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�
�

0 0 0 0

2 2
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���
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�

�

�
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�
�

�

�
�
�

PR

N e M
I
Rx

x

,

,
0

 (29)

где y  и z  — координаты точек в стенке трубы; N1  — сила тяги; Mx  — 
крутящий момент; My  и Mz  — изгибающие моменты; e  — толщина; 
A eR0 2� � ; I eR0

3�� . Нормальное напряжение в поперечном сечении 
равно

 N N P Rx � �1
2� . (30)

Критерий потери устойчивости основан на главном минимальном 
плоском напряжении, поскольку мембранные элементы не должны под-
вергаться сжатию во избежание риска их местной потери устойчивости. 
Поэтому главные напряжения, относящиеся к плоскому напряжению 
мембранного элемента, должны быть положительными. Главные напряже-
ния определили путем диагонализации матрицы напряжений следующим 
образом:

 
N N
N N
xx x

x

�
�

�
�

�
�

� ��
0 , (31)

Z
�

Y
�

P

e
�

�

R

e<<R

�

e
�

�

Рис. 7. Поперечное сечение надувной трубы.
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 � ��� �� �
2 2

0� �� � � � �N N N N Nxx xx x .  

Полиномиальный дискриминант имеет вид

 � � �� � �N N Nxx x�� �
2 2
4  (32)

и соответствующие собственные значения

 � ��min � � �� �1

2
N Nxx � , (33а)

 � ��max � � �� �1

2
N Nxx � . (33б)

Критерий потери устойчивости, основанный на минимальном главном 
напряжении, можно записать в виде

 2 4 0
2 2� �� �� �min .� � � �� � � �N N N N Nxx xx x  (34)

Здесь y  и z  ⸺ функции аргумента θ . Использовав (29), для λmin  полу-
чим уравнение

 2
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где
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2λmin  — функция из множества C∞  при � ��� . Минимум 2λmin  опреде-

лили как экстремум 
d

d
2

0
�
�
min� �

� . Производная 2λmin  по θ  имеет вид
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Случай (38б) приводит к Mx = 0  и N
R

PR f1

2
0

�
�� � � � � , эквивалентному 

случаю 2 2 0�min � �PR . Случай (38а) приводит к M My zcos sin� �� � 0 . 

Если Mz ≠ 0 , то � �� �
�

�
�

�

�
� � �arctg

M
M

k ky

z
,� �  .

Таким образом, функцию f �� �  можно записать как
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Окончательно имеем два выражения:
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(40б)
Локальная потеря устойчивости возможна, если минимум уравне-

ний (40) меньше нуля.
5.2. Критерий Цая—Ву для анализа повреждения надувных тканых 

балок использовали в виде
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где X  и Y  ⸺ прочность в осевом и орторадиальном направлении соот-
ветственно; S �  ⸺ прочность при сдвиге; Nxx  ⸺ единственный член, 
зависящий здесь от θ . Согласно функции f  (см. уравнение (36)) кри-
терий Цая—Ву выполняется при условии
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Экстремум dN
d
xx
2

θ
 определяли так же, как и в предыдущем разделе. 

Раскрытие уравнения dN
d
xx
2

0
�

�  привело к соотношениям
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Наибольшее значение Nxx  достигается тогда и только тогда, когда N1  
отрицательно; в этом случае 2λmin , определяемое уравнением (40), также 
отрицательно, что указывает на наличие локальной потери устойчивости. 
Поэтому критерий Цая—Ву определили как
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Вторую и последнюю постобработку необходимо выполнить, исполь-
зуя критерий Цая—Ву для анализа поведения купола. Так как оболочечные 
элементы для создания конечно-элементной сетки купола использованы 
и в силу сделанных предположений, критерий Цая—Ву проверили для 
половинной толщины каждого слоя. Поскольку толщину слоя верхней и 
нижней обшивки купола задали фиктивной, проверка критерия Цая—Ву 
для элементов этого слоя не имела значения. Для вычисления напряжений 

Коши X
t
Y
t
S
t

, ,
�

�
���

�

�
��� , необходимых для критерия Цая—Ву в программном 

обеспеченииAbaqus™, использовали значения механических свойств 
тканей, приведенные в таблице, и фиктивной толщины.

6. Результаты

В данном разделе для одних и тех же условий полета изучили три кон-
фигурации кайта с разной архитектурой уздечек, показанные на рис. 8. 
Надувные трубы изготовили из четырех слоев ткани 50058 E45; каждый 
слой имел одинаковое направление, так что волокна основы ориентиро-
ваны вдоль длины пролета кайта. Первый слой купола изготовили из двух 
слоев ткани 10080 Е37 с волокнами основы, также ориентированными 
вдоль длины пролета кайта. Второй слой купола выполнили только в один 
слой ткани, волокна которого располагались перпендикулярно волокнам 
первого слоя и не покрывали весь купол. Параметры кайта и условия по-
лета следующие: площадь 50 м2, угол атаки 16°, длина привязного троса 
50 м, давление в трубе 25 кПа, вымпельный ветер 20 м/с. Конфигурация 1 
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простая; конфигурация 2 немного сложнее, с дополнительной уздечкой; 
конфигурация 3 наиболее сложная, имеющая несколько дополнительных 
уздечек.

Первое различие расчетов трех конфигураций кайта заключалось в том, 
что конфигурация 2 потребовала больше итераций для удовлетворения 
критерию сходимости, чем конфигурации 1 и 3 (25 итераций против 9 и 7). 
Кроме того, расчет конфигурации 3 потребовал наибольшего процессор-
ного времени (~ 6500 CPU) по сравнению с расчетом конфигураций 1 и 2 
(2500 и 3600 CPU соответственно), демонстрируя, что эти конфигурации 
более устойчивы, поскольку их решения быстрее сходятся.

Анализ результатов, полученных для трех конфигураций, позволил 
сделать вывод о том, что конфигурация 2 с точки зрения потери устойчи-
вости ведет себя лучше (рис. 9). Согласно уравнению (39) потеря устой-
чивости может произойти, если значение λ1  или λ2  (корни уравнения (31)) 
отрицательно. Результаты расчета МКЭ показали, что это явление в кон-
фигурации 1 возникает на стыке передней кромки и латов. В конфигура-
ции 2 только третья лата имела риск потери устойчивости. В конфигура-
ции 3 потерей устойчивости подвержена почти вся передняя кромка.

Конфигурация 1 Конфигурация 2 Конфигурация 3

Рис. 9. Результаты потери устойчивости конфигураций 1, 2, 3: 2min min
�

�� �  > 0 

(без потери устойчивости, красный) и < 0 (потеря устойчивости, синий).

Конфигурация 1 Конфигурация 2 Конфигурация 3

Рис. 8. Архитектура уздечки в конфигурациях 1, 2, 3.
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Предварительный анализ размеров помогает спроектировать кайт и 
выяснить, возможна ли в нем потеря устойчивости. При предварительном 
расчете размеров учитывается диаметр трубы, величина давления, свой-
ства материала и количество уздечек, прикрепленных к передней кромке. 
Количество уздечек и их местоположение существенно влияют на потерю 
устойчивости кайта. Если количество уздечек слишком мало или велико, 
явление потери устойчивости неизбежно. Этот результат демонстрирует, 
что представленный анализ связан не только конструкцией кайта, но и 
реальным поведением жидкости. При анализе купола критерий Цая—Ву 
нельзя использовать только для двух элементов в трех конфигурациях. 
Эти элементы находятся в ушах кайта, где возникает концентрация на-
пряжений.

Однако конечно-элементная сетка, созданная в ушах кайта, не очень 
важна по сравнению с остальной частью купола. Как видно из данных 
рис. 10, результаты критерия Цая—Ву для надувных труб различны. В кон-
фигурации 3 разрушению подверглись два участка вблизи плоскости 

Конфигурация 1 Конфигурация 2 Конфигурация 3

Рис. 10. Применение критерия Цая—Ву (TW) при анализе поведения надувных труб  
в конфигурациях 1, 2, 3: TW >1  (разрушение, красный) и < 1 (без разрушения, синий).

Конфигурация 1 Конфигурация 2 Конфигурация 3

Рис. 11. Распределение напряжения в привязных тросах конфигураций 1, 2, 3: крас-
ным и синим цветом показано распределение общей силы, приложенной к кайту, 

между передними и задними тросами соответственно.
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симметрии; в конфигурациях 1 и 2 разрушение не имело места. Такой 
результат обусловлен внутренней конкуренцией между силой тяги N1 , 
крутящим Mx  и изгибающими M My z,  моментами.

Как следует из данных рис. 11, еще одним различием между конфи-
гурациями было распределение напряжения в тросах кайта. Некоторые 
тросы оказались незагруженными (показаны черным цветом). Поэтому 
три троса в конфигурации 3 были бесполезны. Результаты моделирова-
ния обеспечивают разработчику выбор варианта конструкции тросов 
и их закрепления. Задние линии менее загружены, чем передние. Дей-
ствительно, более 90% приложенной нагрузки воспринимали тросы 
передней линии.

Заключение

Моделирование кайта при прямолинейном полете — сложная задача. 
Чтобы моделирование соответствовало действительности, необходи-
мо учесть несколько моментов. Оценили трансверсальную сдвиговую 
жесткость балочных конечных элементов. Купол смоделировали с ис-
пользованием оболочечных конечных элементов во избежание потери 
устойчивости и складкообразования. Оболочечные элементы необходи-
мо было адаптировать к мембранному поведению. Для этого в конеч-
но-элементную модель ввели фиктивную толщину и трансверсальную 
сдвиговую жесткость. Для проверки появления потери устойчивости 
и возможного разрушения использовали специальную постобработку 
результатов МКЭ для надувных труб. Точно так же необходимо было 
выполнить анализ результатов МКЭ для конечных элементов, моделиру-
ющих купол. Взаимодействие жидкость—конструкция кайта и различия 
при создании их конечно-элементных сеток потребовали специальных 
мер для адаптации сил, приложенных при анализе МКЭ к кайт-парусу. 
Конструкция тросов и их закрепление оказали существенное влияние 
на продолжительность моделирования и поведение кайта. Кроме того, 
результаты моделирования трех конфигураций конструкции кайта также 
показали, что некоторые привязные тросы бесполезны. Проектирование 
системы тросов особенно сложное. Как показал анализ с использованием 
критерия потери устойчивости, как малое, так и большое количество 
уздечек обусловливает возникновение локальной потери устойчивости. 
Разработанные инструменты программного обеспечения ВРК предостав-
ляют полезную информацию о поведении паруса кайта и рекомендации 
по улучшению конструкции. Тем не менее для моделирования поведения 
кайтов, изготовленных из тканого материала, необходимо сформулиро-
вать серьезные предположения и провести сравнение с экспериментами.
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ВЛИЯНИЕ ТИПА УПАКОВКИ НА ЭКВИВАЛЕНТНЫЙ 
МОДУЛЬ УПРУГОСТИ И КОНЦЕНТРАЦИЮ НАПРЯЖЕНИЙ 

ОДНОНАПРАВЛЕННЫХ КОМПОЗИТОВ1

J. Simon and A. Jain*

THE EFFECT OF PACKING TYPE ON THE EQUIVALENT MODULUS 
AND STRESS CONCENTRATIONS OF UNIDIRECTIONAL COMPOSITES

Keywords: unidirectional composites, finite-element modelling, 
homogenization, stress concentrations, uniform packing types

A representative volume element (RVE) with 11 uniform fiber packings 
is studied. The effective modulus of RVE corresponding to the 
different packing types is evaluated using the finite-element modelling 
and a semianalytical multistep rule of mixtures. The equivalent 
modulus of the RVE depends on the packing type. All the packing 
types displayed a strong transverse isotropy with less than a 1% 
variation in equivalent modulus in the two transverse directions. The 
multistep rule of mixtures could allow for changes in the moduli due 
to the different packing types. However, this method consistently 
underpredicted the equivalent modulus compared with full FE results. 
The effective modulus for the random packing closest to that of the 
elongated triangular packing type. The stress distribution in the 
interface varied strongly with packing type and loading direction. The 
sparsest packing type, i.e., the truncated hexagonal one led to both 
the highest equivalent modulus and the highest stress concentrations 
in the interface. The densest packing type, i.e., the triangular packing, 
led to the lowest modulus and lowest radial stress concentrations.

Ключевые слова: композиты однонаправленные, моделирова-
ние конечно-элементное, гомогенизация, концентрация напря-
жений, тип упаковки регулярный
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Изучен представительный элемент объема (ПЭО) с 11 типами 
регулярной упаковки волокон. Используя метод конечных элемен-
тов (МКЭ) и полуаналитическое многошаговое правило смесей, 
определен эффективный модуль упругости ПЭО, соответству-
ющий разным типам упаковки волокон. Эквивалентный модуль 
упругости ПЭО зависит от типа упаковки. Все типы упаковки про-
демонстрировали наличие трансверсальной изотропии: различие 
численных значений эквивалентного модуля в двух поперечных 
направлениях менее 1%. Метод расчета, основанный на мно-
гоступенчатом правиле смесей, допускает изменение модулей 
упругости в случае разных типов упаковки и постоянно занижает 
значение эквивалентного модуля упругости по сравнению с рас-
считанным МКЭ. Значение эффективного модуля упругости для 
случайной упаковки наиболее близко к таковому при удлиненной 
треугольной упаковке. Распределение напряжения на поверх-
ности раздела волокно—матрица существенно зависит от типа 
упаковки и направления нагружения. Наиболее разреженный 
усеченный гексагональный тип упаковки продемонстрировал 
наибольшее значение эквивалентного модуля упругости и наи-
большую концентрацию напряжений на поверхности раздела. 
Наиболее плотный треугольный тип упаковки обусловливает 
наименьшее значение модуля упругости и наименьшую концен-
трацию радиальных напряжений.

Введение

Волокнисто-армированные композитные материалы находят все более 
широкое применение в таких высокотехнологичных отраслях, как аэрокос-
мическая и автомобильная. Однако эксплуатационные характеристики од-
нонаправленных композитов часто ограничивают их отклик на поперечные 
нагрузки, при которых разрушение обычно начинается на поверхности 
раздела волокно—матрица, где возникают концентрации напряжений.

В [1] экспериментально установлено повреждение, начинающееся на 
поверхности раздела высоконапряженного волокна, далее распростра-
няющееся по матрице. В [2] представлены изображения, полученные с 
помощью сканирующего электронного микроскопа (СЭМ), демонстриру-
ющие нарушение сцепления между волокном и матрицей, приводящее к 
распространению трещины. Обычно такая потеря сцепления происходит 
на поверхности раздела волокна при наличии концентрации напряжений. 
Поэтому очень важно понимать распределение напряжений на поверхно-
сти раздела волокон в однонаправленных композитах.

Анализ прочности однонаправленных композитов обычно выполняют 
либо для упорядоченной [3—7], либо случайной [8—12] микроструктуры. 
При рассмотрении упорядоченной микроструктуры предпочтительны 
преимущественно квадратные или так называемые гексагональные упа-
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ковки. Однако есть несколько способов упаковать круги в прямоугольное 
пространство. На основе однородной мозаики можно образовать до 11 
регулярных рисунков упаковки [13]. В регулярных упаковках каждый круг 
можно увязать с любым другим кругом, используя комбинацию поворотов 
и отражений [14]. Важно отметить, что выбор квадратной или гексагональ-
ной упаковки для упорядоченных микроструктур — идеализация, удобная 
для теоретических исследований. В действительности, как показывает 
анализ изображений поперечных сечений однонаправленных композитов, 
полученных с помощью СЭМ, расположение волокон является случайным 
и может оказаться ближе к любому из 11 типов равномерной упаковки, 
особенно в случае малого или умеренного объемного содержания арми-
рующих волокон. Изучение концентрации напряжений на поверхности 
раздела волокно—матрица может способствовать пониманию влияния 
разных типов упаковки волокон в однонаправленных композитах. По-
нимание локальной жесткости и концентрации напряжений может быть 
достигнуто путем изучения изменений модуля упругости и распределения 
межповерхностных напряжений при разных типах упаковки.

Исследование эффективных модулей упругости и концентрации 
напряжений в случае разных типов упаковок и сравнение их с таковыми 
при случайной упаковке может дать важную информацию о квадратных и 
гексагональных упаковках для теоретических разработок. Ранее провели 
исследования, направленные на понимание изменений в распределении 
напряжений на поверхности раздела волокно—матрица при отклонении 
упаковки от идеальной гексагональной [15, 16]. Однако исследований, 
посвященных разным идеализациям композитных структур, проведено 
очень мало.

В [17] исследовали коэффициент теплового расширения (КТР) ком-
позитов с металлической матрицей с учетом влияния типа упаковки. 
Рассмотрели только случайные и квадратные упаковки и установили, 
что тип упаковки оказывает значительное влияние на эквивалентный 
КТР. В [18] изучали поведение композитов со случайной, квадратной и 
гексагональной упаковками при поперечной ползучести и пришли к вы-
воду, что такое рассмотрение приводит к неточным прогнозам поведения 
композитных материалов. В [19] провели систематическое исследование 
развития повреждений в композитах, изменяя межволоконное расстояние, 
и установили, что тип упаковки оказывает сильное влияние на эффектив-
ные свойства и поля локальных напряжений композитов. В [20] оценивали 
размер элементарной ячейки и тип упаковки на общие эквивалентные 
поперечные свойства однонаправленных композитов. В [7] разработа-
ли аналитические модели для предсказания эффективных свойств при 
квадратной, гексагональной и случайной упаковке волокон в композите.

Детально изучали и концентрацию напряжений вокруг круглых воло-
кон. В [21] вывели аналитическое выражение для концентрации напря-
жений вокруг одиночного круглого волокна. Концентрацию напряжений 
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исследовали преимущественно в случае квадратных и гексагональных [4, 
22, 23] и случайных [24] упаковок. Насколько известно авторам настоящей 
работы, систематического исследования эффективного модуля упругости 
и концентрации напряжений для упаковок, отличных от квадратных и 
гексагональных, не проведено.

Предпринято несколько попыток расчета эквивалентных модулей 
упругости однонаправленных композитов. Некоторые разработанные ме-
тоды основаны на правиле смесей и моделях, предложенных в [25—28]. 
Также использовали метод Мори—Танака [29] и другие методы гомоге-
низации [30]. Указанные методы предсказывают эффективный модуль 
упругости однонаправленных композитов с разной степенью точности и 
имеют ограниченную практическую ценность при изучении концентрации 
напряжений, зависящей от конкретной упаковки волокон в композите. Для 
этой цели используют конечно-элементные расчеты [31].

Разработка аналитических моделей для предсказания эффективного 
отклика однонаправленных композитов не является целью настоящей 
работы. Для этого можно использовать несколько методов разной степе-
ни точности. Основная цель настоящей работы — изучение и сравнение 
эффективных модулей упругости композитов и изменения напряжений 
на поверхности раздела волокно—матрица, рассчитанных для 11 разных 
типов регулярной упаковки и случайного распределения волокон. Вли-
яние типа упаковки на эффективные модули упругости, распределение 
и концентрацию напряжений на поверхностях раздела (определяемых 
как математическая поверхность контакта между волокном и матрицей) 
изучали с помощью конечно-элементных моделей и простых полуанали-
тических формулировок.

1. Теория

1.1. Упаковка кругов в прямоугольник. Увязывая каждый круг с 
другими посредством поворотов и отражений, можно получить 11 ти-
пов регулярных упаковок [13]. Например, квадратную упаковку можно 
получить путем вращения и отражения квадратных блоков. Точно также 
треугольную упаковку можно получить путем вращения и трансляции 
равносторонних треугольников. В ранее опубликованной литературе тре-
угольную упаковку часто называют гексагональной. Однако в настоящей 
работе называем ее треугольной. Разница между гексагональной и тре-
угольной упаковками заключается в том, что треугольную упаковку мож-
но получить посредством повторяющихся и вращающихся треугольников, 
тогда как основной блок гексагональной упаковки — шестиугольник. В 
гексагональной упаковке отсутствует круг в центре шестиугольника. В 
зависимости от основного повторяющегося блока различают 11 типов 
упаковки: а) треугольную, б) квадратную, в) гексагональную, г) удли-
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ненную треугольную, д) тригексагональную (trihexagonal), е) плосконо-
сую тригексагональную (snub trihexagonal), ж) усеченную квадратную, 
з) усеченную гексагональную, и) прямоугольную тригексагональную 
(rectitrihexagonal), к) плосконосую тригексагональную (snub trihexagonal), 
л) усеченную тригексагональную. Схема 11 типов упаковок приведена 
на рис. 1.

Для анализа и аналитического моделирования упаковок, представлен-
ных в настоящей работе, рассматриваем минимальный прямоугольный 
повторяющийся блок, содержащий по крайней мере одно полное во-
локно. Выбор прямоугольного повторяющегося блока сделан с учетом 
простоты применения граничных условий. Тип упаковки и минимальные 
прямоугольные блоки показаны на врезках графиков, иллюстрирующих 
распределение напряжений в разделе обсуждения результатов.

Разные типы упаковок имеют разные пределы теоретически возмож-
ного максимального объемного содержания волокон. Максимальное объ-
емное содержание волокон, достижимое в усеченной гексагональной 
упаковке, ~ 35%, а в треугольной может достигать 90%. Типы упаковок 
с наименьшим и наибольшим пределом объемного содержания волокон 
иногда называют наиболее разреженной и наиболее плотной соответ-
ственно.

1.2. Многошаговое правило смесей. Эффективные модули упругости 
композита рассчитывают, используя многошаговое правило смесей. В 
предложенной схеме ПЭО разбивается на небольшие полосы нормиро-
ванной ширины a , параллельные направлению расчета модулей упруго-
сти. Предположим, что каждая полоса находится в изонапряженном со-

Рис. 1. Разные типы упаковки волокон: верхний ряд слева направо — треугольная, 
квадратная, гексагональная, удлиненная треугольная; средний ряд слева напра-
во — тригексагональная, плосконосая квадратная, усеченная квадратная, усеченная 
гексагональная; нижний ряд слева направо — прямоугольная тригексагональная, 

плосконосая тригексагональная, усеченная тригексагональная.
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стоянии, а эффективный модуль упругости E strip
i
1  i -й полосы вычисляем 

с помощью обратного правила смесей 
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Рис. 2. Схематическое представление многошагового правила смесей: ПЭО разби-
вается на кратное количество полосок, эквивалентные свойства каждой из которых 
оценивают с помощью обратного правила смесей, а эквивалентные свойства ПЭО — 

посредством правила смесей.
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Рис. 3. Изменение предсказываемого эквивалентного модуля упругости Eeqv  как 
функции нормированной толщины a  полосы ПЭО с треугольной упаковкой волокон.
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Схема многоступенчатого правила смесей (рис. 2) позволяет учитывать 
разные типы упаковки, что было невозможно при использовании простого 
правила смесей.

Исследование чувствительности предложенной схемы с разной ши-
риной полосы показало, что достаточна ширина полосы, равная 0,01 ра-
диуса волокна. Данные рис. 3 демонстрируют изменение модуля Юнга в 
зависимости от нормированной ширины полосы для ПЭО с треугольной 
упаковкой волокон.

2. Методология

Во всех конечно-элементных моделях, построенных с помощью 
программного обеспечения ABAQUS 6.14 для разных типов упаковки 
волокон, форма ПЭО была прямоугольной. Конечно-элементные сетки 
образованы из 8-узловых квадратичных четырехугольных конечных 
элементов CPE8R плоской деформации. Для повышения точности 
вычисления напряжений на поверхности раздела конечно-элементную 
сетку сгущали вблизи поверхности волокон до размера 0,005 от диаме-
тра волокна.

Граничные условия прикладывали путем выполнения двухэтапных 
расчетов МКЭ. На первом этапе ПЭО подвергали расширению на 0,1% 
в направлении нагружения. При этом расчете поперечные грани зада-
вали свободными от напряжений. Коэффициент Пуассона вычисляли 
как отношение усредненных деформаций в поперечном направлении и 
направлении нагружения

 �
�

�xy
yy

xx
� � , (3)

где ε yy  и ε xx  — нормальные деформации в направлении осей x  и y ; 
< > обозначает усреднение по объему.

На втором этапе к тому же ПЭО прикладывали граничные условия 
в перемещениях, обеспечивающие его расширение 0,1% в направлении 
нагружения и сужение в силу эффекта Пуассона (на основе значений ко-
эффициентов Пуассона, рассчитанных ранее) в поперечном направлении. 
Задание такого граничного условия наряду с использованием элементов 
плоской деформации гарантировало отсутствие трансляции ПЭО, по-
скольку все его грани были закреплены. Такие же граничные условия 
использовали в [32, 33] в качестве прокси для простого растягивающего 
нагружения, но в настоящей работе для вычисления значений коэффи-
циентов Пуассона использовали не приближение Чамиса, а более точное 
вычисление.

На рис. 4 схематически изображены граничные условия, применяе-
мые при определении модуля Юнга Ex  в направлении оси x . При вы-



МЕХАНИКА КОМПОЗИТНЫХ МАТЕРИАЛОВ.—2022.—Т. 58, № 6.

Дж. Симон, А. Джайн

1270

числении модуля Юнга Ey  меняли местами направления перемещений, 
задаваемых в направлении осей x и y . Поперечные модули Юнга 
волокна и матрицы приняты равными 10 и 1 ГПа соответственно, а 
коэффициенты Пуассона — 0,22 и 0,35 соответственно. Поперечный 
модуль упругости в зависимости от типа углеродного волокна изменя-
ется в пределах 5—15 ГПа [34]. Существует несколько термопластов с 
модулем упругости 1 ГПа [35]. Также следует отметить, что для прово-
димого анализа значения индивидуальных модулей упругости обычно 
не имеют значения. Более важный параметр — отношение поперечных 
модулей упругости волокна и матрицы. В настоящей работе оно принято 
равным 10. Рассматривали ПЭО с объемным содержанием волокон 0,3, 
0,4 и 0,5.

Постобработку конечно-элементных результатов выполнили для опре-
деления эффективного модуля Юнга и распределения напряжения на 
поверхности раздела. Для примененных граничных условий модуль Юнга 
вычисляли по формуле

 Ex
xx

xx
� �
�
�

, (4)

где �σ xx  и ε xx  — нормальное напряжение и деформация соответственно.
Радиальные и сдвиговые напряжения вычисляли в каждой узловой 

точке вдоль поверхности раздела (определяемой как область матрицы, 
близкая к волокну). Помимо радиального, осевого и сдвигового напряже-
ний на поверхности раздела вычисляли средневзвешенное по объему 
напряжение в матрице, совпадающее с направлением нагружения (σ xx , 
если направление нагружения по оси x ). Концентрацию напряжений на 

�rad

�sh�sh

y
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Рис. 4. Схематическое представление граничных условий для радиальных σ rad  и 
сдвиговых σ sh  напряжений. Начальная точка распределения напряжений соответ-

ствует началу зеленой стрелки.
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поверхности раздела вычисляли путем нормирования значений напряже-
ний на поверхности раздела на средневзвешенное по объему напряжение.

В конкретных типах упаковки концентрация и распределения напря-
жений разных волокон различались. В таких случаях дальнейшему 
анализу подвергали волокна с наибольшей концентрацией напряжений 
(отмечено красным цветом на рис. 1). Распределения напряжений постро-
или в зависимости от угла α , отсчитываемого от начальной точки в на-
правлении движения зеленой стрелки (см. рис. 4).

Помимо изучения ПЭО с регулярными типами упаковки рассмотрели 
также ПЭО со случайным пространственным расположением. При всех 
трех рассматриваемых значениях объемного содержания волокон разра-
ботали восемь случайных реализаций по 50 волокон в каждой. ПЭО со 
случайным расположением волокон сгенерировали с помощью алгоритма 
наилучшего кандидата (НК) [36]. В алгоритм НК новое включение добав-
ляли, создавая k  случайно размещенных включений-кандидатов и выби-
рая наилучшего. “Наилучшего” кандидата определяли как наиболее 
удаленного от предыдущих. Процесс повторяли до тех пор, пока не ми-
нимизировали разницу с требуемым объемным содержанием волокон в 
ПЭО. Случайные микроструктуры, сгенерированные в настоящей работе, 
не были периодическими.

Среднее значение эквивалентного модуля для восьми реализаций 
сравнили с таковыми, вычисленными для разных типов упаковок, для 
определения типа регулярной упаковки, наиболее близкой к случайной. 
Комбинацию с меньшими данными ПЭО для расчета средних свойств 
ранее использовали и рекомендовали в [37, 38].

3. Результаты и обсуждение

3.1. Эффективный модуль упругости. Данные рис. 5 иллюстрируют 
изменение модуля Юнга в зависимости от типа упаковки. При одном и 
том же объемном содержании волокон v f  разница между минимальным 
и максимальным значениями модуля Юнга ~10%. При v f = 0,3 значения 
модулей упругости Ex  и Ey  изменялись в диапазонах 1,51—1,62 ГПа и 
1,52—1,63 ГПа соответственно. Аналогичные диапазоны при v f = 0,4 
равны 1,78—1,95 ГПа и 1,79—1,94 ГПа, при v f = 0,5 2,14—2,4 ГПа и 
2,15—2,4 ГПа. Наименьшие значения модулей упругости при трех рас-
смотренных значениях объемного содержания волокон продемонстриро-
вал ПЭО с треугольной упаковкой. Наибольшее значение модуля упруго-
сти при v f = 0,3, 0,4 и 0,5 имели ПЭО с усеченной гексагональной, 
усеченной тригексагональной и усеченной квадратной упаковкой соот-
ветственно (с наиболее разреженным расположением волокон при 
рассматриваемом объемной содержании). Усеченная гексагональная 
структура имела максимальный теоретический предел объемного содер-
жания ~35%. ПЭО с v f = 0,4 для этого типа упаковки невозможен. По-
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этому можно сказать, что усеченная тригексагональная структура — наи-
более разреженный тип упаковки волокон в ПЭО с v f = 0,4 и более. 
Предел объемного содержания волокон в усеченной тригексагональной 
структуре менее 50%. ПЭО с v f = 0,5 для этого типа упаковки невозмо-
жен, поэтому структура усеченного квадрата — наиболее разреженный 
тип упаковки в ПЭО с v f = 0,5. 
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Рис. 5. Диаграммы значений модулей упругости Ex  и Ey  для разных упаковок 
волокон. Заштрихованные диаграммы соответствуют средней жесткости, рассчитан-

ной с помощью многошагового правила смесей.
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Для заданного объемного содержания волокон межцентровые рассто-
яния между двумя ближайшими волокнами максимальны в случае тре-
угольной упаковки, тогда как у разреженных типов упаковки, таких как 
усеченные гексагональные, эти расстояния были небольшими для одних 
волокон и большими — для других. При v f = 0,3 межцентровые рассто-
яния между двумя ближайшими волокнами в треугольной упаковке со-
ставляли 1,79 диаметра волокна, а усеченной гексагональной — всего 
1,14 диаметра волокна.

Предел упаковки определенного волокна достигается, когда меж-
центровое расстояние между любыми двумя волокнами приближается 
к нулю. Разреженные типы упаковки имеют области, преимущественно 
представляющие собой матрицу, и области с высоким содержанием во-
локон. Это обусловливает при разреженной упаковке больший модуль 
Юнга, чем при треугольной, даже если общее объемное содержание 
волокон одинаково.

Средние значения модулей упругости, рассчитанные для восьми 
реализаций случайной упаковки из 50 волокон, находились в пределах 
значений, рассчитанных для разных регулярных типов упаковки. 
Эффективные модули для случайной упаковки наиболее близки к тако-
вым удлиненной треугольной упаковки. Все типы упаковок продемон-
стрировали трансверсальную изотропию модуля упругости с вариацией 
значений Ex  и Ey  менее 1% для любого типа упаковки. Только в случае 
тригексагональный упаковки с v f = 0,5 расчет МКЭ продемонстрировал 
различие значений Ex  и Ey  1,31%. Многошаговое правило смесей 
позволило использовать разные типы упаковки, но расчет на его основе 
постоянно занижал значение эффективного модуля упругости.

Таким образом, значение эффективного модуля упругости зависит от 
типа упаковки. Наименьшей жесткостью обладала треугольная упаковка, 
а наибольшим эффективным модулем упругости при v f = 0,3, 0,4 и 0,5 — 
усеченная гексагональная, усеченная тригексагональная и усеченная 
квадратная упаковки соответственно.

3.2. Распределение напряжений на поверхности раздела (при 
v f = 0,3) для 11 типов упаковки волокон при нагружении в направлении 
осей x  и y  показано на рис. 6. На каждом из графиков угол α  отсчи-
тывали от отрицательной оси y  против часовой стрелки (см. также 
рис. 4). Видно, что распределение напряжений на поверхности раздела 
сильно зависит от типа упаковки. Радиальное напряжение достигает 
локального максимума в области, где линия, соединяющая центры со-
седних волокон, пересекается с поверхностью раздела и изменяется при 
изменении направления нагружения. Например, распределения напря-
жений при усеченной гексагональной упаковке при нагружении в на-
правлении осей x , y  и объемном содержании волокон v f = 0,3 замет-
но различаются по величине (максимальная радиальная концентрация 



МЕХАНИКА КОМПОЗИТНЫХ МАТЕРИАЛОВ.—2022.—Т. 58, № 6.

Дж. Симон, А. Джайн

1274

напряжений равна 2,68 и 2,93 соответственно) и имеют разное количе-
ство локальных максимумов и минимумов.

Рис. 6. Распределение радиальных σ rad , сдвиговых σ xy  и осевых σ xx  напряжений 
на поверхности раздела волокна с наибольшим осевым напряжением (указан крас-
ным цветом на вставках, иллюстрирующих тип упаковки (см. рис. 1)) при нагру-
жении в направлении осей x  (а) и y  (б) и v f = 0,3. Тип упаковки указан на встав-

ках.
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3.3. Влияние объемного содержания. Распределение радиальных и 
сдвиговых напряжений при прямоугольной тригексагональной упаков-
ке и разном объемном содержании волокон показано на рис. 7. Видно, 
что общий характер зависимостей одинаков с близкими значениями 
локальных максимумов и минимумов. С увеличением объемного содер-
жания волокон значения максимальной концентрации радиальных напря-
жений возрастают и равны 1,50, 1,60 и 1,76 при v f = 0,3, 0,4 и 0,5 соот-
ветственно. Пик концентрации радиальных напряжений близок к α = 90º.

При других типах упаковок наблюдали одинаковую зависимость 
распределения напряжений от объемного содержания волокон.

3.4. Концентрация напряжений. Пиковые значения напряжений 
важны для моделирования инициирования потери сцепления волокно—
матрица. На рис. 8 представлено изменение максимальной концентрации 
радиальных и сдвиговых напряжений при разных типах упаковки и 
объемном содержании волокон. При этом типы упаковок с большей 
эквивалентной жесткостью имели большие значения коэффициента 
концентрации напряжений. В случае треугольной упаковки наблюдали 
минимальную концентрацию радиальных напряжений, равную 1,37, 1,40 
и 1,45 при v f = 0,3, 0,4 и 0,5 соответственно. Максимальную концентра-
цию радиальных напряжений при v f = 0,3, 0,4 и 0,5 продемонстрировали 
усеченная гексагональная, усеченная тригексагональная и усеченная 
квадратная упаковки: при нагружении в направлении оси x  — 2,69, 2,52 
и 2,60 соответственно, в направлении оси y  — 2,93, 3,14 и 2,60 соответ-
ственно. Следует отметить, что максимальную и минимальную концен-
трации напряжений для одного и того же типа упаковки наблюдали при 
максимальном и минимальном значениях эквивалентных модулей упру-
гости.
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По мере увеличения объемного содержания волокон коэффициенты 
концентрации радиальных напряжений немного возрастали при квад-
ратной, треугольной и тригексагональной упаковках и чуть в большей 
степени — при гексагональной и усеченной квадратной.

Поведение коэффициента концентрации сдвиговых напряжений более 
неустойчивое: в зависимости от типа упаковки он возрастал или умень-
шался. При плосконосой тригексагональной, тригексагональной и пло-
сконосой квадратной упаковках объемное содержание волокон имело 
незначительное влияние (менее 2%) на максимальный коэффициент 
концентрации сдвиговых напряжений. При усеченной квадратной упа-
ковке наблюдали максимальные значения концентрации сдвиговых на-
пряжений, равные 0,73, 0,89 и 1,34 при v f = 0,3, 0,4 и 0,5 соответствен-
но, что подтверждает сильную зависимость от объемного содержания 
волокон в данном случае.
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Заключение

Исследовано влияние типа упаковки волокон на эффективные модули 
упругости однонаправленных композитов, распределение и концентрацию 
напряжений. Разработаны ПЭО, соответствующие 11 типам упаковки воло-
кон, и изучен эффективный отклик и распределение напряжений на поверх-
ности раздела. Важными выводами исследования являются следующие.

Тип упаковки оказывает существенное влияние на эффективные моду-
ли упругости композитов. Наиболее плотный тип упаковки обусловливает 
наименьший эффективный модуль упругости композитов, а наиболее 
разреженный — наибольший. В зависимости от типа упаковки волокон 
при их одинаковом объемном содержании значение эффективного модуля 
упругости может варьироваться до 10%.

Многошаговое правило смесей работает лучше, чем более часто ис-
пользуемое обратное правило смесей.

Значения эффективных модулей упругости при случайной упаковки 
наиболее близки к таковым при удлиненной треугольной (а не обычно 
используемой квадратной или треугольной). Таким образом, теоретиче-
ские модели точнее разрабатывать на основе несколько более сложной 
удлиненной треугольной упаковки.

Распределение напряжений на поверхности раздела сильно зависит 
от типа упаковки. При объемном содержании волокон v f = 0,3 коэффи-
циенты концентрации напряжений в зависимости от типа упаковки на-
садки могут изменяться от 1,39 до 2,65.

При всех рассмотренных типах упаковок наблюдали трансверсальную 
изотропию эффективных модулей упругости в двух перпендикулярных 
направлениях: различие значений модулей упругости Ex  и Ey  не пре-
вышало 2%. Однако поперечной изотропии для распределения напряже-
ний на поверхностях раздела не наблюдали.

Вид распределения напряжений не зависел от объемного содержания 
волокон. При этом значение концентрации радиального напряжения 
возрастало с увеличением объемного содержания волокон при всех рас-
смотренных типах упаковки, а концентрация сдвиговых напряжений как 
уменьшалась, так и возрастала.

Проведено тщательное исследование влияния разных типов упаковки 
волокон на эффективные свойства и распределение напряжений в одно-
направленных композитах.
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