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НЕЛИНЕЙНЫЙ АНАЛИЗ МЕХАНИЧЕСКОГО ПОВЕДЕНИЯ 
БАЛОК ИЗ ФУНКЦИОНАЛЬНО-ГРАДИЕНТНОГО СПЛАВА 
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A NONLINEAR ANALYSIS OF THE MECHANICAL BEHAVIOR 
OF FUNCTIONALLY GRADED SHAPE-MEMORY ALLOY BEAMS
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The nonlinear mechanical behavior of functionally graded shape-
memory alloy beams under impure bending conditions is analyzed 
using the beam bending theory and the stress–strain relationship 
of shape memory alloy materials. The volume fraction of the alloy 
is assumed to vary in the beam thickness direction according to a 
power function. The stress distribution in its cross section, in each 
phase transformation stage, is derived by introducing a tension-
compression asymmetry coefficient, which expresses this asymmetry 
on the tension-compression sides of the beams. The displacement 
of their neutral axis, the curvature of cross section, and the variation 
of the phase boundary along their axial direction were calculated by 
solving the equilibrium equation. Results showed that the influence of 
a change in the power index on the tension-compression asymmetry 
was much greater than an alteration of the tension-compression 
asymmetry coefficient. The displacement of neutral axis and the 
curvature were nonlinearly negatively related to the power index. 
With increasing power index, the phase transformation boundary 
moved closer to the mid-span section. The displacement of neutral 
axis of the same cross section was nonlinearly positively related to 
the tension-compression asymmetry coefficient, but the curvature 
was nonlinearly negatively related to it. The phase boundary on 
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compressive side moved closer to the mid-span section as the 
tension-compression asymmetry coefficient increased. The analysis 
of computation results can be used as a reference in the design and 
application of such materials.

Ключевые слова: сплав функционально-градиентный с памятью 
формы, коэффициент асимметрии растяжения—сжатия, преоб-
разование фазовое, нелинейность

С использованием теории изгиба балок и соотношений между 
напряжениями и деформациями для материалов из сплавов с 
памятью формы проанализировали нелинейное механическое 
поведение балок из функционально-градиентных сплавов с па-
мятью формы, подверженных нечистому изгибу. Предположили, 
что объемное содержание сплава изменяется по толщине балки 
по закону степенной функции. Распределение напряжений в её 
поперечном сечении на каждой стадии фазового преобразования 
определили путем введения коэффициента асимметрии растя-
жения—сжатия. Перемещение нейтральной оси балки, кривизну 
поперечного сечения и изменение границы раздела фаз в осевом 
направлении рассчитали путем решения уравнения равновесия. 
Результаты показали, что влияние изменения показателя степе-
ни на асимметрию растяжения—сжатия намного больше, чем 
изменение коэффициента асимметрии растяжения—сжатия. 
Перемещение нейтральной оси и кривизна поперечного сечения 
нелинейно отрицательно связаны с показателем степени. С уве-
личением показателя степени граница фазового преобразования 
смещалась ближе к срединному сечению. Перемещение ней-
тральной оси того же поперечного сечения нелинейно положи-
тельно связано с коэффициентом асимметрии растяжения—сжа-
тия, а кривизна — нелинейно отрицательно. Фазовая граница на 
сжатой стороне балки смещалась ближе к срединному сечению 
по мере увеличения коэффициента асимметрии растяжения—
сжатия. Результаты расчетов могут быть использованы в качестве 
ориентира при разработке и применении таких материалов.

Введение

Функционально-градиентный (FG) сплав с памятью формы (SMA) — 
модельный материал смеси SMA c другими материалами, широко применя-
емый во многих областях [1—9]. Например, NiTi—TIC [10], используемый 
благодаря эффективному поглощению энергии SMA и высокой прочности и 
стойкости к истиранию TIC [11, 12]. Причина того, что FG-SMA способен к 
фазовым преобразованиям, — наличие в его составе материала SMA. В [13] 
изучали некоторые основные свойства сплавов с памятью формы, такие как 
сверхэластичность, разное поведение при растяжении и сжатии, а также 
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переориентацию одиночного мартенсита. В [14], рассматривая влияние асим-
метрии растяжения—сжатия на изгибную деформацию балок SMA, описали 
два случая симметрии и асимметрии растяжения—сжатия с использованием 
двух функций преобразования, а затем обсудили влияние напряжения в раз-
ных сечениях балки и объемного содержания мартенсита на асимметрию 
растяжения—сжатия. В [15] проанализировали деформацию балок SMA при 
чистом изгибе и получили распределение напряжений по толщине. В [16] 
разделили консольную балку из SMA на разные области фазового преобразо-
вания в осевом направлении и определили деформационные характеристики 
ее свободного конца под действием сосредоточенной нагрузки в предпо-
ложении, что деформация линейно распределяется по толщине. Большое 
количество численного моделирования и экспериментального анализа дефор-
мации изгиба SMA выполнено в [17]. В [18] модифицировали существующую 
модель состояния SMA с использованием теории композитных материалов и 
определили термомеханические свойства пластин FG-SMA. В [19] предло-
жили аналитическое решение для предсказания деформирования FG-SMA 
с точки зрения зависимости напряжения от деформации при разных темпе-
ратурах. В [20] на основе теории микромеханики с учетом микросостава и 
взаимодействия материалов разработали микромеханическую модель состо-
яния, пригодную для описания механических свойств материалов FG-SMA. 
В [21] изучали механику и поведение мартенситного преобразования осевых 
FG-балок из сплава с памятью формы с полным учетом свойств материала 
с использованием упрощенного линейного определяющего уравнения SMA 
и теории балки Бернулли—Эйлера. В [22] разработали модель консольной 
балки из функционально-градиентного пористого сплава с памятью формы, 
обобщающую модель ZM для плотных SMA с высокой степенью пористости. 
В [23] исследовали балки из пористого градиентного SMA с разной порис-
тостью, применив подход усреднения композита, и получили теоретическое 
решение для балок при чистом изгибе с использованием теории текучести 
фон Мизеса и идеальной упругопластической модели. В [24] с помощью 
определяющего уравнения, соотношений линейной кинетики фазового пре-
образования слоев SMA и модели Танака и Нагака получили явное решение 
конструкционного отклика. Однако влияние объемного содержания SMA на 
асимметрию растяжения—сжатия балок FG-SMA изучено мало.

В настоящей работе для более точного описания нелинейного механи-
ческого поведения балок из FG-SMA при чистом изгибе ввели коэффици-
ент асимметрии растяжения—сжатия для количественной оценки этого 
эффекта, а также определения изменений местоположения нейтральной 
оси, кривизны и фазовой границы.

1. Изгибная деформация свободно опертых балок FG-SMA

1.1. Механическая модель FG-SMA. Рассмотрим балку FG-SMA длиной 
l , шириной b  и толщиной h . Геометрия и координаты балки показаны на 
рис. 1. На балку действует равномерно распределенная нагрузка q .
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Предположили, что балка FG-SMA состоит из материалов H и SMA. Объ-
емное содержание SMA непрерывно изменяется по толщине балки от нуля 
на верхней поверхности до 100% на нижней. Распределение объемного со-
держания SMA изменяется по закону степенной функции f y y h n( ) ( / )= .

Деформацию ε  в любом поперечном сечении балки запишем как

 �
� �

�
�

�
�

�y yi y y
E

i,
( )1 , (1)

где yi  — местоположение нейтральной оси на разных стадиях фазового 
преобразования; ρ  — кривизна; σ  — напряжение в поперечном сечении; 
E  — модуль упругости.

Напряжения в материалах SMA и H равны σ1  и σH  соответственно:

 � �SMA SMA� E , � �H H� E , (2)

где ESMA  и EH  — модули упругости материалов SMA и H соответственно.
Согласно уравнению состояния материала SMA [25] можно записать, что
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где нижние индексы t  и c  обозначают растяжение и сжатие соответственно; 
EA  и EM  — модули упругости аустенитной и мартенситной фаз соответ-

ственно; E1 �
�
�

� �
� �
tf ts

tf ts

 — модуль упругости смешанной аустенитной и 

мартенситной фазы; ε ts  и σ ts  — критическая деформация и напряжение 

y

zH
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h

bq

l
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x

Рис. 1. Механическая модель балки FG-SMA.
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при начале фазового преобразования на растянутой стороне балки; εcs  и 
σcs  — критическая деформация и напряжение при начале фазового пре-
образования на сжатой стороне соответственно; ε tf  и σ tf  — критическая 
деформация и напряжение в конце фазового преобразования на растяну-
той стороне соответственно; εcf  и σcf  — критическая деформация и 
напряжение в конце фазового преобразования на сжатой стороне соответ-
ственно; εL  — эквивалентная остаточная деформация.

С учетом распределения SMA по толщине балки среднее напряжение 
в поперечном сечении запишем как

 � � �� �� � � � �1 f y f y( ) H SMA . (6)

1.2. Коэффициент асимметрии растяжения—сжатия. Для коли-
чественного описания асимметрии материала SMA в растянутой и сжатой 
областях балки введем коэффициент асимметрии растяжения—сжатия 
α  [10]:
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из которого следует, что
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1.3. Прогиб балки FG-SMA в середине пролета. Из теории сопротив-
ления материалов следует, что нелинейное определяющее балки FG-SMA 
уравнение имеет вид 
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2. Фазовое преобразование

При увеличении нагрузки материал FG-SMA от стадии упругого дефор-
мирования переходит к стадии фазового преобразования. В соответствии 
с изменениями свойств материала в ходе изгиба балки FG-SMA можно 
выделить две фазы деформирования: начальную и преобразования.

2.1. Начальная фаза ( � �t ts� ). Когда в начале фазового преобразова-
ния деформация наружной поверхности растянутой области балки в 
определенном местоположении меньше критической, материал вблизи 
этого метоположения не подвергается никакому фазовому преобразова-
нию. Это аустенитная фаза, перемещение нейтральной оси балки равно 
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нулю, деформация упругая. Распределение напряжений в поперечном 
сечении имеет вид

 �
�x y E E E f y
y y

y h� � � � � �� �� � �
�

� �H A H
0 0, , (10)

где y0  — координата нейтральной оси в начальной фазе.
2.2. Фазовое преобразование ( � �t ts� ). Когда деформация ε t  на на-

ружной поверхности растянутой области балки достигает критического 
значения ε ts , материал вблизи поверхностного растянутого слоя претер-
певает фазовое преобразование и нейтральная ось смещается. Как по-
казано на рис. 2, область H—A состоит из материала H и аустенита, 
область H—M — из материала H и мартенсита, а область H—AM — из 
материала H и смешанной фазы.

Когда деформации поверхностных слоев в растянутой и сжатой обла-
стях балки удовлетворяют неравенствам � � �ts t tf� �  и � �c cs�  соответ-
ственно, на растянутой стороне происходит фазовое преобразование SMA 
и образуется материал смешанной фазы. Материал на сжатой стороне 
балки в это время все еще находится в аустенитной фазе. Фазовая грани-
ца A A1  делит поперечное сечение на верхнюю часть, содержащую сме-
шанную фазу и материал Н, и нижнюю часть, состоящую из аустенита — 
фазовое преобразование вступает в стадию I. Как показано на рис. 2—а, 
распределение напряжения σ x  в поперечном сечении имеет вид
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(11)
где yI  — местоположение нейтральной оси в фазе I; y yA A1

� �I ts� �  — 
коодината границы этой фазы A A1 .

Когда деформации поверхностных слоев в растянутой и сжатой обла-
стях удовлетворяют неравенствам � � �ts t tf� �  и � � �cs c cf� �  соответ-
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Рис. 2. Диаграммы фазового преобразования на стадиях I (а), II (б), III (в), IV (г).
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ственно, вблизи наружной поверхности сжатой стороны возникает мате-
риал смешанной фазы и появляется новая граница раздела фаз B B1 , 
делящая поперечное сечение на части, содержащие смешанную фазу на 
обеих сторонах балки (растянутой и сжатой) и часть сечения вблизи ней-
тральной оси, состоящую из материала Н и аустенита, — фазовое преоб-
разование вступает в стадию II. Как показано на рис. 2—б, распределение 
напряжения σ x  в поперечном сечении имеет вид
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где yII  — местоположение нейтральной оси на стадии II фазового преоб-
разования; y yA A1

� �II ts� �  и y yB B1
� �II cs� �  — координаты границ A A1  

и B B1  в этой фазе соответственно.
Когда деформации поверхностных слоев в растянутой и сжатой областях 

удовлетворяют неравенствам � �tf t�  и � � �cs c cf� �  соответственно, часть 
смешанной фазы вблизи растянутой поверхности балки переходит в мар-
тенсит, а материал сжатого слоя находится в смешанной фазе. Вторая новая 
фазовая граница делит сечение на четыре области фазового преобразования: 
первую, состоящую из материала Н и мартенсита; вторую, вблизи стороны 
растяжения, состоящую из смешанной фазы; третью, вблизи оси балки, 
состоящую из аустенита и материала Н; и четвертую, вблизи сжатой сто-
роны, состоящую из смешанной фазы, — фазовое преобразование входит 
в стадию III. Как показано на рис. 2—в, распределение напряжения σ x  в 
поперечном сечении имеет вид
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где yIII  — местоположение нейтральной оси в стадии фазового превраще-
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ния III; y yA A1
� �III ts� � , y yB B1

� �III cs� �  и y yC C1 � �III tf� �  — коорди-
наты границ A A1 , B B1  и C C1 фазы на этой стадии соответственно.

Когда деформации поверхностных слоев в растянутой и сжатой обла-
стях удовлетворяют неравенствам � �tf t�  и � �cf c�  соответственно, 
материал вблизи поверхностных (растянутого и сжатого) слоев полностью 
превращается в мартенсит. Образовавшаяся новая фазовая граница D D1  
делит поперечное сечение балки на пять областей фазового преобразова-
ния: первую и пятую вблизи растянутого и сжатого слоев, состоящие из 
материала H и мартенсита; вторую и четвертую, примыкающие к ним и 
состоящие из смешанной фазы; третью область вблизи нейтральной оси, 
состоящую из материала H и аустенита. Фазовое превращение оконча-
тельно переходит в стадию IV. Как показано на рис. 2—г, распределение 
напряжения σ x  в поперечном сечении имеет вид
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(14)

где yIV  — местоположение нейтральной оси в стадии IV фазового 
преобразования; y yA A1

� �III ts� � , y yB B1
� �III cs� � , y yC C1 � �III tf� �  —

y yD D1 � �IV � �cf  — координаты фазовых границ A A B B C C1 1 1, ,  и D D1  
на этой стадии соответственно.

4. Уравнения равновесия

Имеем следующие уравнения равновесия поперечного сечения: на 
начальной стадии

 �
�x

hy b E E E f y y y y( ) [ ( ) ( )]dA H A H d� �� � �
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0 , (15)

 M x y y A b y E E E f y y y y qx
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h
( ) ( ) [ ( ) ( )]� � � �

�
�� ��

�
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на стадии I
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на стадии II
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на стадии III
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Изгибающий момент M x( )  в приведенных уравнениях равен 

M x qlx qx( ) � �
1

2

1

2

2 , где x — расстояние местоположения поперечного 

сечения от левого конца балки.
На начальной стадии координату местоположения нейтральной оси 

можно определить непосредственно из уравнения осевого равновесия

 y n nE E
n nE E

h0

1 2

2 2
�

� �
� �

( )( )

( )( )

H A

H A .
 (25)

На стадии фазы преобразования значения ρ  и yi  можно определить, 
подставив функцию распределения соответствующих нормальных напря-
жений в уравнение равновесия.

4. Результаты и обсуждение

В [26] задачу чистого изгиба балки FG-SMA решили на основе моде-
ли состояния SMA и определили относительное среднее напряжение в 
поперечном сечении балки, использовав параметры материала и геоме-
трические размеры, приведенные в [26]. При n  = 1 и M  = 50 кН/м за-
висимость среднего напряжения в поперечном сечении, согласующаяся 
с результатами [26], получена с применением теории, изложенной в на-
стоящей работе (рис. 3). Это доказывает, что формулу, полученную из 
модели состояния материала SMA, можно использовать при исследова-
нии механических свойств материала FG-SMA при нечистом изгибе.

Механическая модель свободно опертой балки FG-SMA длиной l = 
= 200 мм, высотой h  = 20 мм, шириной b  = 10 мм, нагруженной равно-
мерно распределенной нагрузкой α  = 180 кН/м, показана на рис. 1. С 
учетом симметричности приложения нагрузки относительно пролета 
балки для анализа и обсуждения рассмотрели половину балки. Параметры 
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Рис. 3. Распределения напряжения σ σ/ ts  по координате y h/  в балке FG-SMA, 
рассчитанные в [23] (- - -) и настоящей работе (——).
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материала FG-SMA следующие: EA = 70  ГПа, EM =  30 ГПа, EH =  210 ГПа, 
� ts �  290 МПа, � tf �  380 МПа, εL  = 0,069 [27, 28].

На рис. 4 приведена зависимость прогиба балки w  от координаты x  
при разных значениях показателя степени n , стадиях фазового преобра-
зования и коэффициенте асимметрии растяжения—сжатия � � 0 1, . Из 
данных рисунка видно, что на начальном этапе зависимость между сред-
ним прогибом балки и местоположением поперечного сечения изменя-
ется линейно. На стадии фазового преобразования прогиб балки в сере-
дине пролета становится тем больше, чем ближе сечение к середине 
пролета. В силу малого модуля упругости смешанной фазы скорость 
увеличения прогиба возрастает после вступления в стадию фазового 
преобразования. В то же время прогиб балки уменьшается с увеличени-
ем показателя степени n .

Распределение среднего нормального напряжения σ x  в середине 
пролета по высоте поперечного сечения при показателе степени n =1  
приведено на рис. 5—а. Из данных рисунка видно, что с учетом нели-
нейности материала и смещения нейтральной оси распределение напря-
жения σ x  ассиметрично относительно растянутой и сжатой сторон 
балки, а напряжение на сжатой стороне значительно больше, чем на 
растянутой. Чем больше коэффициент асимметрии растяжения—сжатия, 
тем меньше максимальное нормальное напряжение в поперечном сечении 
и значение нормального напряжения на одной и той же относительной 
высоте; однако влияние коэффициента асимметрии растяжения—сжатия 
на напряжение σ x  очень слабое.

На рис. 5—б показано распределение среднего нормального напря-
жения σ x  в середине пролета по высоте поперечного сечения при раз-
ных значениях показателя степени n  и коэффициенте асимметрии 
растяжения—сжатия � � 0 1, . Видно, что влияние показателя степени 
на напряжение в растянутом слое значительно меньше, чем в сжатом. 
Чем больше показатель степени, тем больше максимальное среднее 
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Рис. 4. Изменение прогиба w  по координате x  в балке при разных значениях пока-
зателя степени n  и стадии фазового преобразования.



1043MECHANICS OF COMPOSITE MATERIALS.—2022.—Vol. 58, No. 5.

НЕЛИНЕЙНЫЙ АНАЛИЗ МЕХАНИЧЕСКОГО ПОВЕДЕНИЯ БАЛОК...

растягивающее и меньше по модулю максимальное среднее сжимающее 
напряжение.

Изменение местоположения нейтральной оси в поперечном сечении 
балки при разных значениях коэффициента асимметрии растяжения—
сжатия и n =1  иллюстрируют данные рис. 6—а. Видно, что изменение 
коэффициента асимметрии растяжения—сжатия α  слабо влияет на 
смещение нейтральной оси. Поскольку материал нелинейный, фазовое 
преобразование на растянутой и сжатой сторонах балки асимметрично, 
что ослабляет влияние коэффициента α  на смещение нейтральной оси. 
Возле опоры смещения нейтральной оси не происходит. Когда деформа-
ция балки переходит в стадию фазового преобразования, нейтральная 
ось начинает смещаться в сторону сжатой области. Чем ближе она к 
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Рис. 5. Распределение нормального напряжения σ x  по координате y h/  в срединном 
поперечном сечении при разных значениях коэффициента асимметрии растяжения—

сжатия α  и n =1  (а) и показателя степени n  и � � 0 1,  (б).
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середине пролета, тем меньше наклон кривой и тем медленнее изменение. 
Чем больше коэффициент α , тем больше смещение нейтральной оси.

На рис. 6—б показано изменение местоположения нейтральной оси 
балки при разных значениях показателя степени n  и � � 0 1, . При срав-
нении с данными рис. 5—а видно, что влияние изменения показателя 
степени на смещение местоположения нейтральной оси значительно 
больше, чем изменения коэффициента асимметрии растяжения—сжатия. 
На начальном этапе чем больше показатель степени, тем дальше ней-
тральная ось от сжатой стороны. С началом фазового преобразовании 
чем больше показатель степени, тем меньше максимальное смещение 
нейтральной оси. При большем значении показателя степени нейтральная 
ось в том же поперечном сечении находится дальше от сжатой стороны, 
а наклон кривой и амплитуда роста смещения меньше.

Зависимость кривизны оси балки от коэффициента асимметрии растя-
жения—сжатия α  при n =1  приведена на рис. 7—а. Видно, что коэффи-
циент α  очень слабо влияет на кривизну и кривые практически совпа-
дают. На начальной стадии деформирования материала кривизна вблизи 
опоры изменяется линейно и коэффициент α  не влияет на ее наклон. 
После начала фазового превращения, когда поперечное сечение посте-
пенно приближается к середине пролета, увеличение кривизны сначала 
нарастает, а затем уменьшается. Чем ближе поперечное сечение к сере-
дине пролета, тем больше кривизна, наклон кривой и меньше скорость 
увеличения кривизны. Чем больше коэффициент асимметрии растяже-
ния—сжатия, тем меньше кривизна в одном и том же поперечном сечении.

На рис. 7—б показано изменение кривизны оси балки при разных 
значениях показателя степени и � � 0 1, . Наклон кривизны линейный на 
начальном этапе уменьшается с увеличением показателя степени. В ходе 
фазового преобразовании чем больше показатель степени, тем меньше 
максимальная кривизна балки и значение кривизны в одном и том же 
местоположении поперечного сечения.
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Рис. 7. Изменение кривизны 1/ ρ  балки при разных значениях коэффициента α  и 
n =1  (a) и показателя степени n  и � � 0 1,  (б).
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Изменение местоположения фазовой границы балки при разных зна-
чениях коэффициента асимметрии растяжения—сжатия и n =1  иллюстри-
руют данные рис. 8—а. На начальном этапе деформирования фазовое 
преобразование отсутствует. В начальной стадии фазового преобразова-
ния как наклон кривой, так и скорость расширения границы раздела фаз 
уменьшаются по мере приближения поперечного сечения к середине 
пролета. Влияние коэффициента асимметрии растяжения—сжатия на 
сжатой стороне больше, чем на растянутой. Чем больше коэффициент α , 
тем дальше местоположение границы раздела фаз от растянутой стороны 
балки и тем ближе местоположение, в котором фазовая граница появля-
ется в середине пролета.

На рис. 8—б показано изменение фазовой границы балки при разных 
показателя степени и � � 0 1, . Видно, что влияние показателя степени на 
изменение границы раздела фаз с растянутой стороны значительно боль-
ше, чем с сжатой. С увеличением показателя степени границы раздела 
фаз возникают как на растянутой, так и сжатой сторонах, и приближа-
ются к середине пролета балки.

Заключение

На основе теории деформирования балки при изгибе и соотношения 
между напряжением и деформацией для материала из сплава с памятью 
формы проанализировали нелинейное механическое поведение балки 
FG-SMA при нечистом изгибе. Основные выводы анализа заключаются 
в следующем.

1. Изменение объемного содержания SMA по толщине материала 
FG-SMA носит нелинейный характер, что приводит к асимметрии меж-
ду растянутой и сжатой областями балки при изгибе. Эта особенность 
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уменьшает влияние коэффициента асимметрии растяжения—сжатия на 
фазовое преобразование балок FG-SMA.

2. Максимальное нормальное напряжение в поперечном сечении, 
нормальное напряжение на той же относительной высоте и кривизна 
нелинейно отрицательно связаны с коэффициентом асимметрии растя-
жения—сжатия. Смещение нейтральной оси нелинейно положительно 
связано с коэффициентом асимметрии растяжения—сжатия. Чем больше 
коэффициент асимметрии растяжения—сжатия, тем дальше граница фаз 
на растянутой поверхности слоя, а местоположение границы раздела фаз 
на сжатой стороне ближе к середине пролета.

3. Максимальное нормальное напряжение в поперечном сечении и отно-
сительная высота при максимальном нормальном напряжении нелинейно 
положительно связаны с показателем степени, а максимальное смещение 
нейтральной оси в одном и том же сечении, изменение начальной стадии 
и кривизна связаны нелинейно отрицательно с показателем степени. С 
увеличением показателя степени местоположения границ раздела фаз на 
растянутой и сжатой сторонах балки приближаются к середине пролета.

Работа выполнена при финансовой поддержке Национального фонда 
естественных наук Китая (11472123—11862012).
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