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The static stability of auxetic truncated conical sandwich shells 
reinforced by stiffeners surrounded by elastic foundations is inves
tigated. The shells are made from two isotropic outer layers and 
an auxetic core layer with a negative Poisson ratio. Based on the 
classical shell theory, combined with the displacement and Bubnov—
Galerkin methods, the governing equations of the shells are derived 
and solved. The critical buckling load of the shells as a function of 
their geometrical parameters, the honeycomb structure, stiffeners, 
and types of elastic foundations are examined in detail.
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Исследована статическая устойчивость ауксетических усеченных 
конических сандвичоболочек, подкрепленных ребрами жестко
сти и покоящихся на упругих основаниях. Оболочки состоят из 
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двух изотропных лицевых слоев и ауксетической сердцевины с 
отрицательным коэффициентом Пуассона. На основе классиче
ской теории оболочек в сочетании с методами перемещений и 
Бубнова—Галеркина выведены и решены определяющие урав
нения оболочек. Подробно рассмотрена критическая нагрузка 
потери устойчивости оболочек как функция их геометрических 
параметров, сотовой структуры, ребер жесткости и типов упру
гого основания.

Введение

Конические и усеченные конические оболочки широко использу-
ют в аэрокосмической, машиностроительной и строительной отраслях 
промышленности. Поэтому изучение их статического и динамического 
поведения привлекло многих исследователей. Результаты изучения соб-
ственных частот и критических нагрузок потери устойчивости слоистых 
композитных усеченных конических оболочек представлены в [1]. В [2] 
рассмотрена потеря устойчивости усеченных конических оболочек со 
свойствами, непрерывно изменяющимися по толщине и подверженных 
гидростатическому давлению [2] и осевым сжимающим нагрузкам [3]. 
В [4] также исследовали нелинейную потерю устойчивости изначально 
несовершенных функционально-градиентных усеченных конических 
оболочек с граничными условиями свободного опирания. Используя не-
линейность фон Кармана и теорию больших деформаций, в [5] с помощью 
теории сдвигового деформирования проанализировали нелинейное дина-
мическое поведение функционально-градиентных усеченных конических 
оболочек, окруженных упругой средой. В [6] проанализировали свободные 
колебания многослойных усеченных конических оболочек, содержащих 
функционально-градиентные слои. В [7] также представили анализ поте-
ри устойчивости функционально-градиентных композитных конических 
оболочек, армированных углеродными нанотрубками.

Используя аналитический подход, в [8, 9, 10—14] выполнили анализ 
потери устойчивости функционально-градиентных усеченных конических 
оболочек, подверженных осевым сжимающим нагрузкам и внешнему рав-
номерному давлению. В [15] представили экспериментальные и теоретиче-
ские результаты изучения несущей способности продольно сжатых слегка 
конических композитных оболочек. В [16] исследовали устойчивость 
конических бороалюминиевых оболочек, подверженных осевой нагрузке 
и внешнему давлению. Колебания функционально-градиентных усечен-
ных конических оболочек при гармоническом возбуждении исследовали 
в [17] с помощью полуаналитического метода. В [18] изучали нелинейные 
колебания и резонанс функционально-градиентных усеченных конических 
оболочек. Используя метод конечных элементов, в [19—21] исследовали 
критические механические и тепловые нагрузки и собственные частоты 
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функционально-градиентных композитных конических оболочек, армиро-
ванных углеродными нанотрубками.

Поскольку ауксетические материалы — одни из самых современных 
материалов, используемых в конструкциях пластин и оболочек, подвер-
гающихся взрывным нагрузкам, их нелинейный динамический отклик и 
проблемы колебаний изучали подробно. Исследовали ауксетические пла-
стины [22], цилиндрические ауксетические оболочки с ребрами жесткости 
и без них [23, 24], двояко изогнутые пологие ауксетические оболочки без 
ребер жесткости [25, 26], многослойные пьезоэлектрические ауксетические 
пластины [27]. Кроме того, в [28] исследовали многослойную пластину с 
сердцевиной из ауксетических сот и лицевыми слоями, армированными 
углеродными нанотубками. Позднее в [29] также изучали динамический 
отклик многослойных пластин с лицевыми панелями из многофазных 
нанокомпозитов в гипотермической среде. В [30] исследовали изгиб, коро-
бление и свободные колебания сандвич-панелей с квадратными сотовыми 
заполнителями. Свободные изгибные колебания сотовых многослойных 
пластин с отрицательным коэффициентом Пуассона, свободно опертых на 
противоположных кромках, проанализированы в [31]. В [32] исследовали 
переходные нелинейные реакции ауксетических сотовых многослойных 
пластин при ударных нагрузках. Инновационную сандвич-конструк-
цию с сотовой сердцевиной из ауксетических ячеек предложили в [33]. 
В [34] исследовали эффективность новой системы защиты, использующей 
сандвич-панели с ауксетическим сотовым заполнителем для смягчения 
ударных нагрузок, вызванных близкими и контактными детонациями 
взрывчатых веществ. Эквивалентные сандвич-панели, состоящие из аук-
сетических и традиционных сотовых заполнителей и металлических ли-
цевых слоев, и их характеристики сопротивления импульсным нагрузкам 
проанализировали в [35]. В [36] исследовали влияние оснований Винклера 
и Пастернака на вибрационное поведение пластин и оболочек. В [37, 38] 
представили экспериментальное исследование сотовых сандвич-панелей, 
подверженных ударному нагружению и квазистатическому проникнове-
нию. В [39] представили анализ колебаний толстых ауксетических пластин. 
В [40] исследовали динамический отклик пластин из слоистых композитов 
с ауксетическими слоями. В [41] исследовали эффект самоблокировки 
при контактной деформации изотропных и анизотропных ауксетических 
материалов с отрицательным коэффициентом Пуассона. Рассматривали 
многослойные пластины с функционально-градиентной ауксетической 
трехмерной решеткой, используя конечно-элементное моделирование и 
проводя эксперименты, изучали нелинейный динамический отклик [42], 
колебания большой амплитуды [43], нелинейный изгиб [44] и закритиче-
ское поведение [45]. Анализ продольной устойчивости и колебания ком-
позитных цилиндрических оболочек с сердцевиной из ауксетических сот, 
подвергнутых разным типам нагрузок, провели в [46—48].

Из представленного обзора литературы можно заключить, что иссле-
дователи сосредоточили свое внимание на статическом и динамическом 
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изучении конических и усеченных конических оболочечных конструкциях, 
изготовленных из функционально-градиентных материалов и нанокомпо-
зитов. В некоторых работах также принимали во внимание подкрепление 
оболочек ребрами жесткости ([8—10, 12, 14]). Однако усеченную кони-
ческую оболочку из ауксетических материалов, подкрепленную ребрами 
жесткости, еще не изучали. Поэтому в настоящей работе исследовали ли-
нейную статическую устойчивость ауксетических усеченных конических 
оболочек (АУКО), подкрепленных ребрами жесткости и покоящихся на 
упругих основаниях. Оболочки изготовлены из двух однородных лицевых 
слоев и сердцевины из ауксетического материала.

1. Ауксетические усеченные конические оболочки на упругом 
основании

Рассмотрим АУКО, опирающуюся на упругие основания, толщиной h , 
радиусами R R1 2< , длиной L  и половинным углом при вершине a . Ме-
ридиональное, окружное и нормальное направления оболочки обозначим 
как x,  θ  и z  соответственно. Схема оболочки с заданной системой коор-
динат и геометрическими характеристиками представлена на рис. 1: h1 , 
h3 — толщина верхнего и нижнего лицевых слоев; h2  — толщина сердце-
вины. Наружная поверхность подкреплена поперечными ребрами жестко-
сти высотой hθ , шириной dθ , расстояние между двумя последовательны-
ми ребрами жесткости sθ . Внутренняя поверхность подкреплена упругим 
основанием Пастернака, взаимодействие которого с оболочкой описывает 
соотношение [3]
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где K1  (Н/м3) — жесткость пружины (винклеровское основание); 
K2  (Н/м) — коэффициент сдвига основания Пастернака.
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Рис. 1. Геометрия ауксетической усеченной конической оболочки: 1, 2 — сдвиговой 
и ауксетический слои соответственно.
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Ауксетическая модель слоя сотовой сердцевины представлена на рис. 2, 
где l  — длина наклонного ячеистого ребра; H — длина вертикального 
ячеистого ребра; T  — толщина ячеистого ребра; b  — угол наклона.

Для материала сердцевины предположим следующие выражения [49]:
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где индекс C  относится к величинам, характеризующим материал серд-
цевины: E , G , ρ  — модуль Юнга, модуль сдвига и массовая плотность 
исходного материала соответственно.
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Рис. 2. Геометрия слоя сотовой сердцевины.
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2. Теоретическая формулировка

На основе классической теории оболочек и нелинейности фон Карма-
на выведем определяющие уравнения. Нормальные и сдвиговые дефор-
мации на расстоянии z  от срединной поверхности оболочки представим 
следующим образом [50]:
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Закон Гука для АУКО определим как
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где верхние индексы T, B, C и S относятся к величинам, характеризующим 
верхний и нижний лицевые слои, сердцевину и ребра жесткости соответ-
ственно; компоненты приведенной жесткости Qij

T  и Qij
C  запишем как
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Результирующие усилия и моменты АУКО запишем в величинах напря-
жений по ее толщине:
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Подстановка уравнений (5) в (7) дает уравнения состояния
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 N A A B k B kx x� � �� �� � � �12

0

22

0

12 22 ,  

 N A B kx x x� � ��� �66

0

662 ,  (8)

 M B B D k D kx x x� � � �11

0

12

0

11 12� �� � ,  

 M B B D k D kx x� � �� �� � � �12

0

22

0

12 22 ,  

 M B D kx x x� � ��� �66

0

662 .  

Выражения для коэффициентов приведены в Приложении.
Нелинейные уравнения равновесия АУКО, покоящихся на упругих 

основаниях, в классической теории оболочек имеют вид [10]

 x N
x

N N Nx x
x

�
�

�
�
�

� � �
1

0
sin

,
� �

�
�  (9а)

 1
2 0

sin
,

� �
� �

�
�
�

�
�
�

� �
N x N

x
Nx
x  (9б)
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 x M
x

M
x

M
x x

M
x

x x x x�

�
�

�
�

�
�
� �

�
�
�

�

�

����

�

�

����
�

2

2

2

2
2

2 1 1

sin sin� � �
� �

�� �
� ��

�
�
�
�

2

2

M M
x

+ 

 �
�
�

�
�
�

�

�
���

�

�
��� �

�
�

�
�
�

xN w
x

N w N w
x x

N w
x x

x
x

1 1 1

sin sin sin
,

� � � �� � � �� �

�

�
���

�

�
���
,

– 

 � � �
�

�
�

�
�

�
�

�

�

�

����

�

�

����
�N xK w xK w

x x
w
x x

w
� �

� �
c

sin

tg 1 2

2

2 2 2

2

2

1 1
0..  (9в)

В настоящей работе для получения уравнений устойчивости АУКО 
использовали критерий прилегающего равновесия (adjacent equilibrium 
criterion) [50]. Состояние равновесия АУКО при механических нагрузках 
определяем исходя из перемещений 0 0,u v  и 0w . Перемещениям придадим 
сколь угодно малые приращения 1 1,u v  и 1w , а полные перемещения близ-
кого состояния зададим как

 u u u v v v w w w� � � � � �0 1 0 1 0 1, , .  (10)

Аналогично равнодействующие силы и моменты близкого состояния 
связаны с состоянием равновесия как

 N N N N N N N N Nx x x x x x� � � � � �0 1 0 1 0 1, , ,� � � � � �  

 M M M M M M M M Mx x x x x x� � � � � �0 1 0 1 0 1, ,� � � � � � , 
(11)

где члены с нижним индексом 0 соответствуют перемещениям u v0 0,   и w0 , 
а с нижним индексом 1 представляют части приращений результирующих 
сил и моментов, линейных в отношении величин u v1 1,   и w1 . Такой метод 
называют методом в перемещениях, с помощью которого можно получить 
уравнения устойчивости, подставив уравнения (10) и (11) в уравнения (9). 
Отметим, что в результирующих уравнениях отсутствуют члены с нижним 
индексом 0, соответствующие уравнениям равновесия. Кроме того, игно-
рируются геометрические нелинейные члены с нижним индексом 1, по-
скольку они пренебрежимо малы по сравнению с линейными членами. 
Остальные члены образуют уравнения устойчивости

 x N
x

N N Nx x
x

�
�

�
�
�

� � �1 1
1 1

1
0

sin
,

� �
�

�  (12а)

 1
2 0

1 1
1

sin
,

� �
� �

�
�
�

�
�
�

� �
N x N

x
Nx
x  (12б)

 x M
x

M
x

M
x x

M
x

x x x x�

�
�

�
�

�
�
� �

�
�
�

�

�

����

�

�

����
�

2

1

2

1

2

1 1
2

2 1 1

sin� � �
� �

ssin
2

2

1

2 1

� �
��

�
�

�
�

M N ctg + 
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 � �
�

�
�
�

�

�
���

�

�
��� �

�
�

�xN w
x

N w N w
x xx x

x
x0

1
0

1
0

11 1 1

sin sin sin
,

� � �� � �� ��
�

N w
0

1�
�

�

�
���

�

�
���
,

– 

 �
�
�

� �
�

�
�

�
�

�
�

�

�

�

����

�

�

��M
x

xK w xK w
x x

w
x x

w�

� �
1

1 1 2

2

1

2

1

2 2

2

1

2

1 1

sin
���
� 0,  (12в)

где результирующие силы и моменты для состояния устойчивости имеют вид

 N A A B k B kx x x1 11 1

0

12 1

0

11 1 12 1� � � �� �� � ,  

 N A A B k B kx x� � �� �1 12 1

0

22 1

0

12 1 22 1� � � � ,  

 N A B kx x x� � ��1 66 1

0

66 12� � ,  (13)

 M B B D k D kx x x1 11 1

0

12 1

0

11 1 12 1� � � �� �� � ,  

 M B B D k D kx x� � �� �1 12 1

0

22 1

0

12 1 22 1� � � � ,  

 M B D kx x x� � ��1 66 1

0

66 12� � .  

Линейная форма для деформаций и кривизн в компонентах переме-
щений имеет вид

 � �
� �

�
�x

u
x x

v u
x

w
x1

0 1 0 1 1 1

1

1
�
�
�

�
�
�

� �,
sin

,ctg  

 �
� ��x

v
x

v
x x

u
1

0 1 1 11
�
�
�

� �
�
�sin
,  

 k w
x

k
x

w
x
w
xx1

2

1

2 1 2 2

2

1

2

11 1
� �

�

�
� �

�

�
�

�
�

,

sin

,�
� �

 (14)

 k
x

w
x x

w
x� � � � �1

2

1

2

11 1
� �

�
� �

�
�
�sin sin

.  

Подставив уравнения (13), (14) в уравнения (12а, б, в), уравнения устой-
чивости в компонентах перемещений запишем как

 C u C v C w11 1 12 1 13 1 0� � � � � � � � � ,  (15а)

 C u C v C w21 1 22 1 23 1 0� � � � � � � � � ,  (15б)

 C u C v C w PC w31 1 32 1 33 1 34 1 0� � � � � � � � � � � �  (15в)

(коэффициенты C iij ( =1 ,…,3, j = 1,…,4) приведены в Приложении).
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В [51] получено мембранное решение уравнений равновесия. Для этого 
в уравнениях равновесия все члены, связанные с моментами и вращением, 
приравнивали к нулю. Решив уравнения равновесия в мембранной форме, 
получили, что

 N P
xx0

2
� �

� �sin
,    N� 0 0� ,    Nx� 0 0� ,  (16)

где P  — осевая сжимающая нагрузка.
Предположим, что оболочка свободно оперта на обоих концах. Гранич-

ные условия в этом случае запишем как

 v w Mx1 1 10 0= = =,  при x x x L� �0 0, .   (17)

Приближенное решение уравнений (16), удовлетворяющее граничным 
условиям (17), имеет вид

 u X
m x x

L
n

1

0

2
�

�� �
cos sin ,

� �  

 v Y
m x x

L
n

1

0

2
�

�� �
sin cos ,

� �  (18)

 w Z
m x x

L
n

1

0

2
�

�� �
sin sin ,

� �  

где m  — количество полуволн вдоль образующей; n — количество полных 
волн вдоль параллельной окружности; X Y, ,  Z  — постоянные. С учетом 
того, что x x x L0 0 0 2� � � � �, � � , для удобства интегрирования уравнения 
(15а) и (15б) умножим на x , а уравнение (15в) — на x2 ; применив метод 
Галеркина к полученным уравнениям, запишем

 �1
0

2

0

0

0

2
0

� � �
� ���

� �� �
�

x

x L m x x
L

n x d dxcos sin sin ,  

 �2
0

2

0

0

0

2
0

� � �
� ���

� �� �
�

x

x L m x x
L

n x d dxsin cos sin ,  (19)

 �3
0

2

0

0

0

2
0

� � �
� ���

� �� �
�

x

x L m x x
L

n x d dxsin sin sin ,  

где

 �1 11 1 12 2 13 1� � � � � � � � ��
��

�
��x C u C v C w ,  

 �2 21 1 22 2 23 1� � � � � � � � ��
��

�
��x C u C v C w ,  

(20)
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 �3
2

31 1 32 1 33 1 34 1� � � � � � � � � � � ��
��

�
��x C u C v C w PC w .  (20)

Подставив уравнения (18) и (19) в (20), после интегрирования и неко-
торых перестановок получим, что

 d X d Y d Z11 12 13 0� � � ,  (21а)

 d X d Y d Z21 22 23 0� � � ,  (21б)

 d X d Y d d P d K d K Z31 32 33 34 35 1 36 2 0� � � � �� � �  (21в)

(коэффициенты d iij ( =1 ,…,3, j =  1,…,6) приведены в Приложении).
Уравнения (21) можно выразить в форме

 P
d d d d d d d d d d

d d d d d
�

�� � � �� �
�� �

�13 22 31 21 32 23 11 32 21 31

34 11 22 12 21

dd d K d K
d

33 35 1 36 2

34

� �
,  (22)

определяющей механическую нагрузку потери устойчивости АУКО. Ми-
нимальное значение P  называют критической механической нагрузкой 
потери устойчивости Pcr .

3. Численные результаты и обсуждение

Приняты следующие параметры ауксетического слоя сердцевины: 

E = 69 ГПа, G = 26  ГПа, v T
l

= =0 33 0 0138571, , , , v12 0 3401� � , , геометри-

ческие параметры многослойных усеченных конических оболочек, под-
крепленных ребрами жесткости, — h h1 3 0 00667= = , м, h2 0 02= ,  м, h� � 0 03,  м, 
s� � 0 15,  м, d h� �� 2 , K K1 2 0= = . Значения v12  приведены в табл. 1.

3.1. Проверка достоверности. Для проверки надежности предложенного 
метода и процедуры решения полученные результаты сопоставили с опу-

Табл. 1
Значения коэффициента Пуассона ν12  сердцевины усеченных конических 

сандвич-оболочек

b, град
H
l
=1 H

l
=1 5,

H
l
= 2 H

l
= 2 5,

H
l
= 3

–30 –2,7434 –1,2628 –0,8201 –0,6073 –0,4821
–45 –2,4142 –0,8918 –0,5469 –0,3944 –0,3084
–50 –2,3054 –0,7349 –0,4371 –0,3111 –0,2414
–55 –2,2208 –0,5899 –0,3401 –0,2389 –0,1842
–75 –2,0353 –0,1299 –0,0671 –0,0452 –0,0341
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бликованными в литературе [3, 8, 46, 52] (табл. 2, 3). Авторы исследовали 
статическую устойчивость изотропных однородных усеченных конических 
оболочек (без учета упругого основания и ребер жесткости) 

 при E = 210  ГПа, v h= =0 3 0 0005, , ,  м,  

 R h L R2 2400
1

4
� �, sin� , �

� � �cr
cr�

�� �
P

R L h2 1 sin cos
, 

где Pcr  — критическая осевая нагрузка.

Геометрические параметры ауксетических цилиндрических оболочек (см. 

табл. 3) следующие: E = 200  ГПа, v R R= =0 3 1 2, , ,  T
l

H
l

= =0 0138571 2, , , 
L = 0 8,  м, � � �55 °.

Данные табл. 2 и 3 доказывают точность подхода, предложенного в 
настоящей работе.

3.2. Механические нагрузки потери устойчивости. Данные табл. 4 
иллюстрируют влияние половинного угла a  при вершине и ребер жестко-
сти на критическую осевую нагрузку потери устойчивости АУКО при 
R h1 100/ =  и L R h= 400 1 .  Видно, что ребра жесткости оказали позитив-
ное влияние на устойчивость АУКО. При одном и том же значении a  
критическая нагрузка потери устойчивости усеченных конических оболо-
чек, подкрепленных ребрами жесткости, значительно больше, чем непод-

Табл. 2
Значения критического напряжения σcr  (МПа) изотропных усеченных 

конических оболочек

a, град [52] [3] [8] Настоящая

30 284,05 283,44 (1,15) 284,2331 (1,30) 284,22 (1,30)
45 239,66 238,25 (1,15) 240,1864 (1,29) 240,12 (1,29)
60 175,31 172,52 (1,12) 176,2382 (1,24) 176,10 (1,24)
70 93,096 89,745 (1,8) 93,8722 (1,17) 93,791 (1,17)

Табл. 3
Сравнение значений безразмерной критической нагрузки потери 

устойчивости ауксетических цилиндрических оболочек

R1/h h1, мм h2, мм h3, мм [46] Настоящая

5 6 18 6 0,07939 0,07636
10 3 9 3 0,03684 0,03657
20 1,5 4,5 1,5 0,01772 0,01713
40 0,75 2,25 0,75 0,00869 0,00822
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крепленных. Кроме того, значение угла a  также сильно повлияло на 
значение критической нагрузки потери устойчивости оболочки: с увели-
чением угла a  значения Pcr  уменьшаются и наоборот.

Влияние отношения верхнего радиуса к толщине АУКО, подкреплен-
ных ребрами жесткости и опирающих на упругое основание, иллюстри-
руют данные табл. 5. В настоящем исследовании использованы следую-
щие параметры: h h1 3 0 00667= = ,  м, h2 0 02= ,  м, h� � 0 03, м, L R h= 400 1 , 
K K1 2 0= = . При одинаковом значении угла a  устойчивость конической 
оболочки изменяется с изменением отношения R h1 / . Так, при � �10 ° 
и R h1 100/ =  критическая нагрузка Pcr = 222 08,  МПа уменьшилась до 
221,64 МПа при R h1 200/ = .

Влияние отношения R h1 /  и местоположения ребер жесткости (внутри 
и снаружи оболочки) на критическую нагрузку потери устойчивости усе-
ченных конических оболочек при R h1 150/ =  и a = 10° с ауксетической 
сердцевиной, опирающихся на упругие основания, иллюстрируют данные 
табл. 6. Видно, что местоположение ребер жесткости оказало большое 
влияние на несущую способность оболочки. Наружные ребра жесткости 
оказались более эффективными, чем внутренние. Иными словами, значе-
ние критической нагрузки потери устойчивости ауксетической конической 

Табл. 4
Влияние ребер жесткости и половинного угла конусности a 

на критическую нагрузку потери устойчивости Pcr  (МПа) АУКО

a, град Подкрепленная Неподкрепленная

10 222,08 (10,1) 160,35 (6,15)
20 203,42 (9,2) 146,19 (5,17)
30 173,83 (8,4) 124,34 (5,16)
45 116,38 (7,1) 83,075 (4,16)
60 58,879 (5,7) 41,699 (3,15)
75 15,885 (4,1) 11,264 (2,11)

Табл. 5
Влияние отношения R h1 /  и угла a  на величину Pcr  (МПа) АУКО, 

подкрепленных ребрами жесткости

a, град R1/h =100 R1/h =160 R1/h =200

10 222,08 (10,1) 221,99 (11,1) 221,64 (11,1)
25 189,54 (9,1) 188,88 (9,1) 187,62 (10,1)
40 136,78 (7,5) 135,89 (8,1) 135,46 (8,1)
50 96,814 (6,7) 95,968 (7,1) 96,696 (7,1)
65 41,881 (5,1) 41,845 (5,6) 41,837 (5,8)



МЕХАНИКА КОМПОЗИТНЫХ МАТЕРИАЛОВ.—2022.—Т. 58, № 3.

Нгуен Дин Дык, Зыонг Туан Мань, Нгуен Динь Хоа, Фам Динь Нгуен

534

оболочки, подкрепленной наружными ребрами жесткости, больше, чем 
подкрепленной внутренними ребрами. Кроме того, критическая нагрузка 
потери устойчивости АУКО мало изменялась с изменением отношения 
L R h2

1/ ( ) .
Данные рис. 3 иллюстрируют влияние угла a  и местоположения ребер 

жесткости (внутри или снаружи) на критическую нагрузку потери устой-
чивости АУКО при R h1 150/ =  и L R h2

1 400/ = . Видно, что значения Pcr  
АУКО, подкрепленной наружными ребрами жесткости, выше, чем подкре-
пленной внутренними ребрами. При � �10 ° значения Pcr  оболочки, под-
крепленной наружными и внутренними ребрами жесткости, равны 221,11 
и 163,03 МПа соответственно, а при � � 65 ° — 41,839 и 31 182,  МПа со-
ответственно.

Влияние коэффициента гибкости стенок T
l

 на критическую нагрузку 

потери устойчивости усеченных конических оболочек, подкрепленных 
ребрами жесткости, с входными параметрами R h1 100/ =  и L R h= 400 1  

Табл. 6
Влияние отношения L R h2

1/ ( )  и местоположения ребер жесткости 
на линейную статическую устойчивость Pcr  (МПа) АУКО

L2/(R1h) Внутренние ребра Наружные ребра

150 222,23 (7,1) 162,50 (4,17)
200 222,14 (8,1) 162,74 (5,17)
300 221,40 (9,1) 162,85 (6,18)
400 221,11 (11,1) 163,03 (7,18)

250

200

150

100

50

0

Pcr, МПа

221,11

10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65

71,131

203,14

173,30

136,08

96,102

41,839

31,182
�, град�, град

148,88

100,03

127,93

163,03

Рис. 3. Влияние местоположения ребер жесткости (снаружи (—♦—) или внутри 
(- -●- -)) и угла a на критическую нагрузку потери устойчивости Pcr  АУКО при 
R h1 150/ = , L R h2

1 400/ ( ) = , K K1 2 0= = , T l/ ,= 0 0138571 , � � �55 , H l/ = 2 .
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иллюстрируют данные табл. 7. Изменение отношения T
l

 сказалось на 

критической нагрузке потери устойчивости оболочек. При увеличении 

коэффициента гибкости T
l

 и неизменном значении угла � �10 ° значение 

Pcr  слегка возросло с 222,08 МПа при T
l
= 0 0138571,  до 222,22 МПа при 

T
l
� �4 0 0138571, . Таким образом, увеличение толщины или уменьшение 

высоты гексагональной структуры ауксетического слоя повышает несущую 
способность конструкции и наоборот.

Данные о критической нагрузке потери устойчивости АУК сандвич- 
оболочек (с сердцевиной, имеющей отрицательный коэффициент Пуассона), 
подкрепленных ребрами жесткости и опирающихся на упругие основания, 
приведены в табл. 8 и на рис. 4. Видно, что упругое основание позитивно 
влияет на статическую устойчивость и значительно увеличивает крити-
ческую нагрузку потери устойчивости усеченных конических оболочек. 

Табл. 7 
Влияние отношения T l/  на статическую устойчивость Pcr  (МПа) АУКО

a, град
T
l
= 0 0138571,

T
l
� �2 5 0 0138571, ,

T
l
� �4 0 0138571,

10 222,08 (10,1) 222,11 (10,1) 222,22 (10,1)
2 203,42 (9,2) 203,45 (9,2) 203,54 (9,2)
30 173,83 (8,4) 173,86 (8,4) 173,94 (8,4)
45 116,38 (7,1) 116,40 (7,1) 116,45 (7,1)
60 58,879 (5,7) 58,885 (5,7) 58,905 (5,7)
75 15,885 (4,1) 15,887 (4,1) 15,894 (4,1)

Табл. 8
Влияние упругих оснований на величину Pcr  (МПа) АУКО, 

подкрепленных ребрами жесткости, при a = 30°

K1, Па/м K2, Па·м
0 1·105 2,5·105 5·105

0 173,38 (8,4) 176,86 (8,3) 181,38 (8,3) 188,90 (8,1)
1 . 107 192,19 (9,1) 195,19 (9,1) 199,69 (9,1) 207,19 (9,1)

2,5 . 107 217,19 (9,2) 220,19 (9,1) 224,70 (9,1) 232,20 (9,1)
5 . 107 252,73 (10,1) 255,73 (10,1) 260,24 (10,1) 267,74 (10,1)
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Критическая нагрузка потери устойчивости АУКО, опирающейся на упру-
гое основание, больше таковой без упругого основания.

Заключение

В настоящей работе выведены определяющие уравнения для иссле-
дования линейной статической устойчивости многослойных усеченных 
конических оболочек, подкрепленных ребрами жесткости с отрицательным 
коэффициентом Пуассона. Для решения этих уравнений с целью опреде-
ления критической нагрузки потери устойчивости использовали классиче-
скую теорию оболочек в сочетании с геометрической нелинейностью фон 
Кармана и методами перемещений и Галеркина.

Реверсивная гексагональная структура в слое ауксетического материала 
увеличивала критическую нагрузку потери устойчивости оболочки. При 
увеличении толщины стенки или уменьшении высоты реверсивной гексаго-
нальной структуры критическая нагрузка потери устойчивости возрастала.

Упругие основания существенно влияли на критическую нагрузку потери 
устойчивости многослойных усеченных конических сандвич-оболочек. Обо-
лочка, опирающаяся на упругие основания Винклера и Пастернака, обладала 
большей несущей способностью, чем оболочки без упругих оснований.

Ребра жесткости увеличивали критическую нагрузку потери устойчи-
вости усеченных конических оболочек. Ребра жесткости, размещенные на 
наружной поверхности оболочки, оказались эффективнее размещенных на 
ее внутренней поверхности.

Представлено и обсуждено влияние верхнего радиуса, половинного угла 
конусности и длины конуса на критическую нагрузку потери устойчивости 
ауксетической усеченной конической оболочки.

240

200

160

120

80

40

Pcr, МПа

10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65

�, град�, град

Рис. 4. Влияние упругих оснований и угла a на линейную статическую устойчивость АУКО, 
подкрепленных ребрами жесткости, при R h1 100/ = , L R h2

1 400/ ( ) = , T l/ ,= 0 0138571 , 
� � �55 , H l/ = 2 , K K1 2 0= =  (—●—); K1 =  10 МПа/м, K2 =  0 (—); K1 =  10 МПа/м, 

K2 =  0,1 МПа·м (-·- -·); K1 =  10 МПа/м, K2 =  0,25 МПа·м (···♦···).
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