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In this research, the maximum stress, Hashin, Puck, LaRC03, and 
Northwestern University (NU) criteria are analyzed based literature 
data, analytical results obtained using a MATLAB program, and 
numerical results obtained from an Abaqus finite-element model. 
The applicability and reliability of these failure criteria for predicting 
damage in thermoplastic laminates are evaluated based on analytical 
and numerical results. According to numerical results, the maximum 
stress criterion provided the most conservative prediction, but the 
Hashin and Northwestern University (NU) criteria gave reasonable 
and sensible outcomes at an acceptable running time. The Puck and 
LaRC03 criteria showed more accurate predictions, but at longer 
running times.
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С учетом литературных данных, результатов аналитических 
расчетов, с помощью программного обеспечения MATLAB и чис-
ленных конечно-элементных расчетов с помощью программного 
обеспечения ABAQUS проанализировали критерий разрушения 
максимального напряжения, критерии Хашина, Пака, LaRC03 
и Северо-Западного университета (СЗУ). Применимость и на-
дежность этих критериев разрушения для предсказания по-
вреждения термопластичных слоистых композитов оценили с 
помощью аналитических и численных результатов. Установили, 
что критерий максимального напряжения обеспечивает наиболее 
консервативный прогноз, а критерии Хашина и СЗУ — обосно-
ванные результаты при приемлемом времени вычислений. Кри-
терии Пака и LaRC03 обеспечили более точное предсказание, 
но потребовали большего времени вычислений.

Введение

Ранее уже изучали критерии разрушения слоистых композитов, в 
том числе в ходе всемирного соревнования алгоритмов, предсказываю-
щих разрушение слоистых композитов (World-Wide Failure Exercise — 
WWFE)  [1—7]. Однако остается еще много проблем, требующих раз-
решения: выявление сложных механизмов разрушения композитных 
материалов, устранение неадекватного понимания механизмов разру-
шения и трудностей в разработке адекватных моделей мод разрушения. 
В силу сложного поведения при разрушении даже простых однонаправ-
ленных композитов трудно предсказать поведение всего многообразия 
слоистых композитов [8]. Инженеры провели множество экспериментов 
для получения полного представления о механизмах разрушения слоистых 
композитов при разных условиях нагружения и ограничениях [9].

В авиационной промышленности требуются материалы с высокой 
прочностью или хорошими характеристиками в разных условиях и ситу-
ациях. По сравнению с термореактивными материалами термопластичные 
композиты обладают превосходной вязкостью разрушения, позволяющей 
лучше проектировать легкие, устойчивые к повреждениям конструкци-
онные компоненты, которые можно переплавить и изменить их форму 
путем нагревания выше температуры переработки. Наивысшая рабочая 
температура углепластика на основе полиэфирэфиркетона (CF/PEEK), 
армированного 30% углеродных волокон, может достигать 310 ℃ [10, 11].

В большинстве предыдущих работ рассмотрены критерии разруше-
ния для термореактивных волокнисто-армированных композитов. В [12] 
провели несколько экспериментов на образцах эпоксидного углепластика 
IM7/8552 в диапазоне от квазистатических до динамических скоростей 
деформации и установили набор критериев текучести, способных предска-
зать текучесть композитов с преобладанием матрицы. В [13] предложили 
новую теорию текучести/разрушения, основанную на экспериментальных 
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результатах, полученных при исследовании эпоксидных слоистых угле-
пластиков IM7/8552 и AS4/3501–6 для предсказания их текучести и разру-
шения в условиях многоосного напряженного состояния. В [14] оценили 
применимость пяти разных критериев разрушения и методов развития 
повреждений с помощью конечно-элементного анализа для эпоксидного 
слоистого углепластика T700GC/M21 при низкоскоростных ударах. Неко-
торые работы по моделированию, включая критерии разрушения, выпол-
нили для термопластичных материалов в [15—17]. Установили хорошую 
корреляцию между экспериментальными и численными результатами, но 
ни в одной из этих работ не сравнивали применимость и точность разных 
критериев разрушения для термопластичных композитов.

В настоящей работе рассмотрены преимущества и ограничения разных 
критериев разрушения, предсказательную способность которых проана-
лизировали с использованием аналитических и численных результатов, 
полученных с помощью программного обеспечения MATLAB и ABAQUS.

1. Краткий обзор критериев разрушения

1.1. Категории критериев разрушения. Предложено множество теорий 
разрушения, пригодных для конструкций из композитных материалов [18], 
которые можно разделить на разные категории. В настоящей работе кри-
терии разрушения обсуждены по четырем категориям: макро- и микроско-
пические, основанные на напряжениях или деформациях, не зависящие и 
зависящие от моды разрушения, неинтерактивные и интерактивные.

1.1.1. Макро- и микроскопические критерии разрушения. Резуль-
таты WWFE показывают, что пять наиболее эффективных критериев 
разрушения [3] основаны на макроскопических наблюдениях, включая 
критерии Зиновьева [19, 20], Богетти [21, 22], Пака [23, 24], Кунтце [25, 
26] и Цая  [27]. Поэтому в настоящей работе основной упор сделан на 
макроскопические критерии разрушения.

1.1.2. Критерии разрушения, основанные на напряжениях и деформациях. 
Один из типичных критериев, основанных на деформациях, — критерий 
максимальной деформации [27, 28]. Примеры критериев, основанных на 
напряжениях, — критерии Цая—Хилла [29], Хашина [30], Пака [23, 24], 
LaRC [31, 32] и Хоффмана [33].

1.1.3. Критерии, зависящие и не зависящие от моды разрушения [34]. 
Критерий разрушения, представленный в виде математической кривой/
поверхности в пространстве напряжений/деформаций, предсказывающий 
возникновение повреждения материала, но не определяющий напрямую 
моду разрушения или характер повреждения, классифицируют как крите-
рий, не зависящий от моды разрушения, и обычно описывают полиноми-
альным уравнением.

Критерии разрушения, зависящие от моды, обычно включают несколько 
разных уравнений или наборов уравнений, определяющих конкретную 
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моду разрушения: критерии Хашина—Ротема [35], Хашина [30], Пака [23, 
24] и LaRC [31, 32].

1.1.4. Неинтерактивные и интерактивные критерии разрушения. При 
сравнении напряжения (или деформации) монослоев с соответствующи-
ми значениями прочности по отдельности неинтерактивные критерии 
разрушения позволяют предсказать разрушающие нагрузки и моды. На-
пример, на разрушение при поперечном растяжении не влияет наличие 
продольного сдвига. Такие критерии можно назвать “не зависящими от 
моды”, поскольку они напрямую не определяют моды разрушения или 
характер повреждения. К ним относят критерии максимального напряже-
ния [28] и Цая—Хилла [29]. Критерии, предсказывающие разрушающие 
нагрузки с помощью одного квадратного полиномиального уравнения 
или уравнения высшего порядка, включающего все компоненты напря-
жений (или деформаций), классифицируют как интерактивные критерии 
разрушения. Уравнения этих критериев непосредственно определяют 
моды разрушения, поэтому их называют “критериями, зависящими от 
моды разрушения”. К ним относят критерии Хашина—Ротема [35], Ха-
шина [30], Сана [9], Пака [23, 24] и LaRC [31, 32].

1.2. Обзор некоторых широко используемых критериев разрушения. 
В настоящей работе рассмотрены пять типичных критериев разрушения 
(максимального напряжения, Хашина, Пака, LaRC03 и Северо-Западного 
университета (СЗУ). Характеристики и возможности этих критериев раз-
рушения приведены в табл. 1.

В критерии максимального напряжения используют только два индекса 
для различения мод разрушения волокна и матрицы. Этот критерий при-
менен в [36] при анализе гофрированной пластины и квадратных труб. 
В [37], исследуя тонкостенную композитную балку C-образного попереч-

Табл. 1
Возможности разных критериев разрушения

Возможность

Критерий
Максимального 
напряжения/де-

формации
Хашина Пака LaRc03 СЗУ

Год разработки 1957 1973 1998 2003 2008
Растяжение волокна √ √ √ √ √

Сжатие волокна √ √ √ √ √
Растяжение матрицы √ √ √ √ √

Сжатие матрицы √ √ √ √ √
Взаимодействие s22—t12 — — √ √ √
Плоскость разрушения — — √ √ —

Перехлест волокон — — — √ —
Прочность по месту — — — √ —

Скорость деформирования — — — — √
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ного сечения, подвергнутую чистому изгибу, установили, что наилучшее 
согласование между численными и экспериментальными результатами 
дает критерий максимального напряжения в направлении волокон.

В критерии Хашина применяют четыре индекса для различения мод 
разрушения: растяжения и сжатия волокна, растяжения и сжатия матрицы. 
Критерий Хашина пригоден для вычислительных процедур и использу-
ется уже несколько десятилетий. Однако в [38] обнаружили, что он не 
всегда хорошо коррелирует с экспериментальными результатами. В [39] 
применили критерий Хашина при моделировании разрушения слоис-
тых композитных материалов с использованием оболочечных конечных 
элементов. В [40] установили, что включение сдвигового напряжения в 
критерий Хашина для описания разрушения волокна при растяжении 
занижает значение прочности.

Некоторые феноменологические критерии разрушения также основаны 
на критерии Хашина. Критерии СЗУ и Пака — два типичных примера. 
Теория СЗУ рассматривает два типа поперечного разрушения — с преоб-
ладанием нормального напряжения и с преобладанием сдвигового напря-
жения. В [41] получили хорошее предсказание разрушения первого слоя 
композита с помощью критерия СЗУ. В [42] использовали трехмерную 
версию критерия разрушения Пака для создания модели анизотропного 
повреждения (основанную на механизмах разрушения слоев) слоистых 
волокнисто-армированных композитов и получили хорошее согласование 
с экспериментальными данными испытаний на растяжение образцов с 
открытым отверстием.

Плоскость разрушения (введенная Хашиным) включена в критерий 
Пака для описания сжатия матрицы путем применения теории Мора—
Кулона.

Критерий LaRC03, разработанный Давила, включает прочность по 
месту (in situ) и шесть неэмпирических уравнений для предсказания 
разрушения волокнисто-армированных слоистых композитов. В этом 
критерии соосность волокон рассматривали как локальную область вол-
нистости с вовлеченным углом перегиба волокон (fiber kinking angle). 
Критерий LaRC03 использовали в [43] для оценки макроскопического 
разрушения однонаправленных волокнисто-армированных композитов.

Математические выражения этих критериев разрушения варьируются 
от простых уравнений до полиномиальных соотношений и могут быть 
охарактеризованы следующим образом.

1) Критерии, основанные на феноменологии, точны при описании 
разных мод разрушения композитов. Ранее их проверку провели для 
напряженных состояний в плоскости. В настоящее время для этой цели 
используют трехосные эксперименты.

2) Разрушение волокна при растяжении в этих критериях в значительной 
степени описывают критерии максимального напряжения/деформации. 
Основное выражение для разрушения матрицы при растяжении также 
не сильно отличается от критерия Хашина, за исключением включенной 
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концепции прочности по месту. В этих критериях разрушения для полу-
чения более точных предсказаний, особенно для слоистых композитов с 
разными углами ориентации волокон в слоях, используют прочность по 
месту (не только прочности по месту при продольном и поперечном сдвиге, 
но и прочности по месту при поперечном растяжении и сжатии) вместо 
прочности слоистых композитов.

3) Для описания разрушения волокна при сжатии (�11 0� ) концепцию 
перегиба волокон взяли из критерия Пака, в котором для определения 
условия разрушения использовано сжимающее напряжение в волокне, а 
не в слоистом композите. Критерий LaRC03 для описания критерия раз-
рушения волокна включает гипотезу полосы перегиба в дополнение к 
критерию разрушения матрицы при растяжении и сжатии.

Для описания сжатия матрицы Хашин ввел понятие плоскости разру-
шения и указал угол плоскости разрушения, который можно определить 
с помощью теории разрушения Мора. Поскольку этот метод слишком 
сложен, Хашин использовал квадратичную аппроксимацию для получения 
модели разрушения. Затем Пак развил свой способ для нахождения пло-
скости разрушения и разработал выражение для разрушения матрицы при 
сжатии, учитывающее взаимодействие поперечного сжатия и сдвиговых 
напряжений в плоскости.

1.3. Резюме. Основываясь на предыдущем обсуждении, преимущества 
и ограничения рассмотренных критериев разрушения можно сформули-
ровать следующим образом.

1. Критерии максимального напряжения/деформации
П р е и м у щ е с т в а. Используют простые выражения для описания 

мод разрушения волокна и матрицы. Если известны значения основных 
прочностей слоя, то можно легко получить огибающую кривую прочности. 
Эти критерии широко распространены в инженерной практике и полезны 
для предсказания разрушения волокна в слоистом композите в задачах 
моделирования.

О г р а н и ч е н и я. В этих критериях не учтены ни эффект Пуассона, ни 
механизмы разрушения волокна и матрицы, ни другие факторы, способные 
повлиять на разрушение композитов. Поэтому предсказания на их основе 
могут оказаться неприемлемыми для конечно-элементного моделирования 
при некоторых условиях нагружения.

2. Критерий разрушения Хашина
П р е и м у щ е с т в а. Этот феноменологический критерий позволяет 

различать разные моды разрушения. Простейший способ аппроксимации 
взаимодействия между разными эффектами — отказ от простого линейного 
взаимодействия. Критерий Хашина также пригоден для вычислительных 
процедур и широко используется в инженерной практике в силу его кон-
сервативных предсказаний.

О г р а н и ч е н и я. Критерий не учитывает тот факт, что умеренное 
поперечное сжатие может увеличить прочность слоя при сдвиге. Кроме 



181MECHANICS OF COMPOSITE MATERIALS.—2022.—Vol. 58, No. 1.

СРАВНИТЕЛЬНОЕ ИЗУЧЕНИЕ КРИТЕРИЕВ РАЗРУШЕНИЯ ДЛЯ ПРЕДСКАЗАНИЯ...

того, при сжатии волокна не учитывается влияние сдвига в плоскости, 
значительно снижающее эффективную прочность слоя при сжатии.

3. Критерий разрушения Пака
П р е и м у щ е с т в а. Использует разные выражения для описания 

разных мод разрушения.
О г р а н и ч е н и я.  Включает 11 материальных параметров, некоторые из 

которых не являются физическими и их трудно определить количественно. 
Необходимы испытания для определения угла разрушения термопластич-
ных слоистых композитов.

4. Критерий разрушения LaRC03
П р е и м у щ е с т в а. Использует разные выражения для предсказания 

разных мод разрушения при напряженных состояниях в плоскости и учи-
тывает взаимодействие между напряжениями s22 �  и t12 . Введение кон-
цепции прочности по месту способно обеспечить более точное предска-
зание прочности слоистого композита.

О г р а н и ч е н и я. Многие параметры, входящие в критерий, затрудняют 
его использование в инженерной практике. Угол разрушения вычисляют 
итерационно, что делает этот критерий времязатратным. Расчет прочности 
по месту для разных слоистых композитов неубедительный.

5. Критерий разрушения СЗУ
П р е и м у щ е с т в а. Достаточно простой, точный и позволяющий 

описать прочность слоистых композитов в трехмерных напряженных 
состояниях. Прочность новых материалов можно легко оценить, проведя 
несколько макроскопических испытаний монослоя и установив зависи-
мость прочностей на поперечное растяжение, сжатие и сдвиг в плоскости 
от скорости деформирования.

О г р а н и ч е н и я. Параметры, входящие в критерий, зависят от моду-
лей упругости слоистого композита. Прогноз может превышать реальную 
прочность слоистого композита в условиях комбинированного нагружения.

2. Предсказательные способности разных критериев разрушения

Приведенный обзор показывает, что предсказательная способность фе-
номенологических критериев разрушения лучше, чем других критериев. 
Поэтому будем сравнивать именно эти критерии при рассмотрении свойств 
углепластика на основе углеродных волокон AS4 и полиэфирэфиркетоновой 
матрицы (PEEK). Свойства углепластика следующие [44—47]: модули 
упругости E11 127 6= ,  ГПа, E22 10 3= ,  ГПа, G12 10 3= ,  ГПа, �12 0 32� , , 
прочность XT = 2280  МПа, XC =1300  МПа, YT = 86  МПа, YC = 200  МПа, 
S12 152=  МПа.

2.1. Сравнение аналитических результатов. Для сравнения разных 
критериев разрушения с помощью MATLAB разработали вычислительную 
программу для определения огибающих кривых прочности в плоскостях 
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s11 —s22 , s11 —t12  и s22 —t12  (рис. 1). Огибающие кривые прочности 
предоставляют следующую информацию.

1. В условиях одноосного нагружения все критерии разрушения могут 
соответствовать точкам, являющимся значениями прочности материала 
X X Y Y ST C T C, , , ,    ± 12 .

2. Для критерия максимального напряжения огибающая является про-
стейшей, все формы которой квадратные при разном комбинированном 
напряженном состоянии в плоскости, а границей этих трех огибающих 
являются значения прочности материала.

3. Для критерия Хашина огибающая кривая прочности в плоскости 
s11 —s22  (см. рис. 1—а) совпадает с таковой по критерию максимально-
го напряжения. В плоскости s11 —t12  (см. рис. 1—б) при �11 0�  огиба-
ющая такая же, как и по критерию максимального напряжения, т.е. крите-
рий Хашина не учитывает взаимодействие напряжений сдвига в плоскости 
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Рис. 1. Теоретические огибающие кривые прочности в плоскости s11— s22 (а); 
s11 —t12  (б); s22 —t12  (в) для эпоксидного углепластика AS4/PEEK, рассчитанные 
по критериям максимального напряжения (1); Хашина (2); Пака (3); LaRC03 (4); 

СЗУ (5).
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и продольного сжатия, в то время как при �11 0�  огибающая кривая 
имеет вид параболы. В плоскости s22 —t12  (см. рис. 1—в) огибающая 
кривая полностью заключена в огибающую критерия максимального на-
пряжения и обеспечивает наиболее консервативный прогноз разрушения при 
�22 0� .

4. Огибающая кривая для критерия Пака более сложная в силу большо-
го количества параметров. В плоскостях s11 —s22  и s11 —t12  огибающие 
кривые заключены в квадратную огибающую критерия максимального 
напряжения.

5. Критерий LaRC03 также включает в себя большое количество пара-
метров. В плоскости s11 —s22  при �11 0�  его огибающая совпадает с 
огибающей критерия максимального напряжения, но при �11 0�  суще-
ственно отличается, особенно в третьем квадранте. В плоскости s11 —t12  
при �11 0�  этот критерий предсказывает те же результаты, что и критерий 
максимального напряжения, но при �11 0�  предсказание является наиболее 
консервативным из пяти рассмотренных критериев. В плоскости s22 —t12  
критерий LaRC03 дает предсказания, аналогичные критерию Пака.

6. Огибающая кривая по критерию СЗУ такая же, как по критериям 
максимального напряжения и Хашина на плоскости s11 —s22 , и такая же, 
как по критерию Хашина на плоскости s11 —t12 . На плоскости s22 —t12  
критерий СЗУ, как и критерии Пака и LaRC03, демонстрирует, что уме-
ренное поперечное сжатие может увеличить прочность слоя при сдвиге, 
но при �22 0�  этот прогноз оказался наиболее консервативным среди 
рассмотренных критериев.

2.2. Влияние угла плоскости разрушения на критерии разрушения. 
При анализе разрушения при сжатии матрицы угол разрушения α0  необ-
ходимо определить как для критерия Пака, так и для критерия LaRC03. 
Пак установил, что при поперечном сжатии большинство однонаправлен-
ных эпоксидных углепластиков разрушаются в силу поперечного сдвига 
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Рис. 2. Огибающие кривые прочности, рассчитанные по критерию разрушения 
LaRC03 в плоскостях s11 —s22  (а) и s11 —t12  (б).
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в плоскости, ориентированной под углом �0 53 2� � � . При использовании 
критериев Пака и LaRC03 для предсказания начала разрушения слоистых 
композитов часто используют это значение угла разрушения. Для термо-
пластичных материалов угол α0  не измеряли. Для напряженного состояния 
в плоскости при поперечном сжатии огибающие кривые по критерию 
LaRC03 при α0  = 51, 53 и 55° различаются, что демонстрируют данные 
рис. 2. Это обусловлено тем, что некоторые параметры, входящие в крите-
рий LaRC03, зависят от угла α0 .

Критерий Пака является полуэмпирическим, рекомендуемые для него 
параметры приведены в [23, 24]. Они определены для термореактивных 
композитов с углом α0  = 53°. В настоящей работе именно это значение 
угла разрушения для рассматриваемого термореактивного композита ис-
пользовали при создании его конечно-элементной модели.

2.3. Сравнение численных результатов. Для дальнейшего сравнения 
предсказательных возможностей указанных критериев разрушения разра-
ботали конечно-элементную модель, включающую модели повреждения, 
основанные на разных критериях разрушения. Посредством конечно-эле-
ментной модели провели виртуальные испытания на трехточечный изгиб, 
результаты которых использовали для сравнения [44].

2.3.1. Конечно-элементную модель разработали с помощью программ-
ного обеспечения ABAQUS 2018. Размеры образца на трехточечный изгиб 
120×13×3 мм, радиус нагружающего валика и неподвижных опор 5 мм, 
пролет опоры 96 мм. Эксперименты выполняли со скоростью нагружения 
1 мм/с. Как правило, при испытаниях на трехточечный изгиб может возник-
нуть несколько мод разрушения: растяжение/сжатие волокна, растяжение/
сжатие матрицы и расслоение с сильным и сложным взаимодействием 
между ними. Распространение расслоений в композитных структурах — 
трехмерное явление, поскольку расслоения часто распространяются не 
самоподобным образом и могут переходить в другие слои и распростра-
няться вдоль других поверхностей раздела [14]. Возникающие микротре-
щины часто влияют на направление и форму роста расслоения. Поэтому 
при моделировании следует использовать трехмерные конечные элементы, 

1

2

3

3

Рис. 3. Конечно-элементная модель, разработанная с помощью программного 
обеспечения ABAQUS 2018: 1 — нагружающий валик; 2 — композитный образец; 

3 — неподвижная опора.
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как показано на рис. 3. В настоящей работе использовали твердотельные 
конечные элементы C3D8R размером 1×1 мм. Межповерхностное разру-
шение между композитными слоями смоделировали с использованием 
модели когезионной поверхности, встроенной в программное обеспечение 
ABAQUS, и задействовали общий алгоритм для управления глобальным 
контактом [44].

2.3.2. Краткий обзор моделей разрушения. 2.3.2.1. Закон состояния. Для 
выявления отклика материала до начала растрескивания матрицы и т. д. 
и получения более точного предсказания поведения при ударе слоистого 
композита и моделирования любого постоянного вдавливания, возникаю-
щего в силу моделируемого удара, разработали расширенную трехмерную 
пластическую модель. Определяющее соотношение для модели можно 
получить, объединив классическую упругую модель с расширенной пла-
стической моделью в виде [45]
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где d ijε   и d i jij�    , , ,�� �1 2 3  — приращения тензоров деформаций и напря-
жений соответственно; � ij i j i j  , , , ,�� �1 2 3 ¹  — коэффициенты Пуассона; 
E i j i jii    , , , ,� �� �1 2 3  — модули Юнга при растяжении и сжатии, которые 
обычно считают равными для слоистых композитов [46]; Gij (i, j = 1,2,3, 
i ≠ j) — модули сдвига. Параметр d i jij�

p   , , ,�� �1 2 3 , представляющий при-
ращение тензора пластической деформации, имеет вид
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где  sequ  — эквивалентное напряжение:

	 � � � � � � � �equ � �� � � � � �
3

2
3 3 3 322

2

33

2

22 33 44 23

2

55 13

2

66 12

2a a a .	 (3)

Взаимосвязь между эквивалентным напряжением  sequ  и эквивалент-
ной пластической деформацией  εequ

p  можно выразить с помощью сте-
пенной функции [47]

	 � �equ

p

equ� An
n .	 (4)

В формуле (3) a44 , a55 , a66  — коэффициенты, характеризующие сте-
пень анизотропии материала. Для трансверсально-изотропных твердых 
тел, линейно-упругих в направлении волокон, a44  = 2. Коэффициенты 
a55 = a66 , An , n  можно легко определить из экспериментов на несоосное 
растяжение или деформирование однонаправленного композита при раз-
ных значениях угла несоосности.

2.3.2.2. Модель инициирования повреждения. Как уже было указано, 
большинство моделей разрушения волокна основано на критерии мак-
симального напряжения. Поэтому именно этот критерий использовали в 
модели разрушения для предсказания разрушения волокна. Аналитически 
это определяют следующим образом:

— при растяжении вдоль волокна (�11 0� )

	 F
Xt
T

1
11�

� ,	 (5)

— при сжатии вдоль волокна (�11 0� )

	 F
Xc
C

1
11�

� .	 (6)

Для матрицы рассматривали следующие пять критериев разрушения.
1. Критерий максимального напряжения:
— трансверсальное разрушение ( � �22 33� )
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с преобладанием растяжения 

	 F
Yt
T

2
22�

� ,	 (7)

с преобладанием сжатия 

	 F
Yc
C

2
22�

� ;	 (8)

— разрушение по толщине ( � �33 22� )
с преобладанием растяжения 

	 F
Zt
T

3
33�

� ,	 (9)

с преобладанием сжатия 

	 F
Zc
C

3
33�

� .	 (10)

2. Критерий Хашина:
— растяжение матрицы (� �22 33 0� � )
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— сжатие матрицы (� �22 33 0� � )
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3. Критерий Пака:
— растяжение матрицы (�n � 0 )
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— сжатие матрицы (�n � 0 )
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где 
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Для углеродных волокон 
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4. Критерий LaRC03:
— растяжение матрицы (�22 0� )
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— сжатие матрицы (�22 0� )
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5. Критерий СЗУ:
— трансверсальное разрушение ( � �22 33� )
с преобладанием растяжения ( � � �22 12 23� � �  и �22 0� )
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с преобладанием сжатия ( � � �22 12 23� � �  и �22 0� )
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с преобладанием сдвига ( � � �22 12 23� � � )
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— разрушение по толщине ( � �33 22� )
с преобладанием растяжения ( � � �33 13 23� � �  и �33 0� )
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с преобладанием сжатия ( � � �33 13 23� � �  и �33 0� )
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с преобладанием сдвига ( � � �33 13 23� � � )
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Здесь Fit , Fic , Fis , i = 1,2,3, — индексы типов разрушения при растяжении, 
сжатии и сдвиге в трех направлениях материала соответственно; XT , YT , 
ZT  и XC , YC , ZC  — прочности при растяжении и сжатии в направлени-
ях материала соответственно; S12 , S13 , S23  — прочности при сдвиге в 
соответствующих направлениях материала; θ  — угол плоскости разру-
шения; sn , tnt , �tnl  — нормальные и сдвиговые напряжения в плоскости 
разрушения; P  — параметры наклона огибающих кривых прочности; 
R  — сопротивление разрушению; teff

T  и teff
L  — эффективное сдвиговое 

напряжение в поперечном и продольном направлениях в плоскости разру-
шения соответственно; teff

mT  и teff
mL  — эффективные сдвиговые напряжения 

в области несоосности волокон; Yis
T  и Sis

L  — прочности по месту при 
поперечном сжатии и продольном сдвиге соответственно; t  — толщина 
композитной пластины.

2.3.2.3. Модель распространения повреждения. В соответствии с 
моделью развития прогрессирующего повреждения для описания роста 
внутрислойного повреждения в слое композита определяют переменные 
повреждения для разрушения волокна и матрицы при растяжении, сжатии 
и сдвиге. Модель распространения повреждений разработали на основе 
энергии, рассеиваемой в ходе повреждения, и линейного размягчения 
материала. Общий вид переменной повреждения d  для конкретного типа 
повреждения приведен в [25]:

	 d
f

f
�

�� � �� �
�� � �� �

� � � �

� � � �

p

p

0

0
,	 (23)

где ε  — комбинированная деформация в слое композита; ε 0  и ε f  — ком-
бинированные деформации, соответствующие началу повреждения и 
окончательному разрушению соответственно; εp  — комбинированная 
пластическая деформация. Деформации при разрушении можно опреде-
лить из соответствующих значений энергии внутрислойного разрушения 
растяжением GIc ft|  и сжатием GIc fc|  слоя в направлении укладки волокон 
и значений энергии внутрислойного разрушения растяжением GIc mt| , 
сжатием GIc mc|  и сдвигом GIIc ms|   в поперечном направлении. Затем 
переменную повреждения использовали для формирования матрицы 

Табл. 2
Сравнение величины максимальной нагрузки Pmax , предсказываемой 

разными критериями разрушения

Величина
Критерий

Экспериментмaксимального 
напряжения Хашина СЗУ Пака LaRC03

Pmax, кН 0,98 1,02 1,03 1,06 1,05 1,01—1,07
Время расчета, ч 16 17 16 26 28 —
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упругости Cd  поврежденного композита, для расчета его деградирован-
ного напряженного состояния. Детали этой модели распространения вну-
трислойных повреждений представлены в [14, 23, 31, 32, 45, 48].

Выполнить
для каждого конечного элемента

Проверить:

если d � 1

Проверить:

если d � 1

Нет

Да
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Да

а б

Считать:

( , =1,2,3)

состояние модели

например� �ij i, j
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состояние модели

например� �ij i, j
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Обновление:

состояние материала
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ВводВвод
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граничные условия, геометрию,

свойства материалов, шаг по времени

Рис. 4. Блок-схема основной конечно-элементной модели (a) и внедренного критерия 
разрушения (б).
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2.3.2.4. Реализация модели. Блок-схема разработанной конечно-эле-
ментной модели показана на рис. 4, где также приведена вспомогательная 
блок-схема модели повреждения композита. На блок-схеме показан один 
прогон вычислений для одного конечного элемента. Для выявления ме-
ханического отклика и прогрессирующего разрушения рассматриваемых 
термопластичных композитов расчет выполняли для каждого неразру-
шенного конечного элемента.

2.3.2.5. Результаты моделирования. Отклик, полученный в результате 
эксперимента и численного моделирования, показан на рис. 5. На началь-
ном этапе, до возникновения повреждения, все отклики линейно-упругие, 
а затем нагрузка уменьшилась. Наблюдали разумное согласование всех 
откликов с экспериментальными результатами, свидетельствующее о том, 
что все изученные критерии разрушения имеют приемлемую способность 
предсказывать общий механический отклик термопластичных слоистых 
композитов при трехточечном изгибе.

В табл. 2 приведены значения максимальной нагрузки, полученные в 
результате эксперимента и моделирования. Видно, что критерии Пака и 
LaRC03 дали очень похожий прогноз максимальной нагрузки — 1,06 и 
1,05 кН соответственно, хорошо коррелирующий с экспериментальными 
результатами. Однако в силу итерационных расчетов угла разрушения эти 
критерии потребовали большего времени вычислений. Критерий макси-
мального напряжения предсказал самые консервативные результаты.

Заключение

В настоящей работе рассмотрели пять типичных макроскопических 
критериев разрушения. Сравнительное исследование выполнили путем 

2 4 6 8 100

1,2

0,9

0,6

0,3

P, кН

1
2

3

�, мм

4

5
6 7

8

Рис. 5. Сравнение экспериментальных (1—3) и рассчитанных по критериям макси-
мального напряжения (4), Хашина (5), СЗУ (6), Пака (7) и LaRC03 (8) диаграмм 

нагрузка—перемещение P —D  при трехточечном изгибе.
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анализа теоретических огибающих кривых прочности и численных ре-
зультатов, полученных с помощью конечно-элементной модели.

На основании аналитических и численных результатов сделаны сле-
дующие выводы.

Критерии максимального напряжения/деформации, Хашина и СЗУ 
удобны на практике в виду небольшого количества входящих в них пара-
метров. Критерий Хашина четко не учитывает взаимодействие между 
напряжениями s11  и s22 , а также имеет некоторую неоднозначность в 
выборе параметров, например, прочности при поперечном сдвиге. Кри-
терий СЗУ способен учесть взаимодействие между поперечными s22  и 
сдвиговыми t12  напряжениями в плоскости, но дает консервативный 
прогноз разрушения волокна и матрицы при растяжении.

Критерии разрушения Пака и LaRC03 способны выявить больше ме-
ханизмов разрушения, которые не только отражают взаимодействие меж-
ду напряжениями s11 , s22  и t12 , но и учитывают влияние ориентации 
разрушения, перегиба волокон и прочности по месту. Однако используе-
мые в них параметры требуют значительного опыта применения.

Численные результаты показали, что критерий максимального напря-
жения обеспечивает наиболее консервативное предсказание, в то время 
как критерии Хашина и СЗУ дают разумные результаты при приемлемом 
времени вычислений. Критерии Пака и LaRC03 дали более точные пред-
сказания, но при больших затратах времени вычислений.
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