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Buckling of skin is admissible for upper loadbearing panels of 
a wing box and mechanization units of a light aircraft in case of 
loads close to operating level. Method of determining the optimum 
parameters of composite skin under action of compressive and shear 
flows is considered. Peculiarities of the optimum design problem 
are formulated as follows. Firstly, two loading levels are considered 
when designing the panels. At the first level, panel buckling is 
not admissible. At the second level, subject to the admissibility of 
postbuckling behavior, the panel thickness is calculated from the 
conditions for reaching the critical stresses determined accounting 
for the geometrically nonlinear relations. Secondly, the thickness 
and width of the rectangular panel are taken as variable parameters. 
Thirdly, in order to determine the optimum parameters of the panel, 
the conditions of realization of the minimum stability margin at the 
first loading level and minimum strength margin at the second loading 
level are taken into account. The stability and strength margins at the 
corresponding loading levels have to be equal unit. The loading levels 
abovementioned, in general case, have to be coincided with the 
operating and ultimate loads considered when designing the aircraft 
structures, but can be given by an aircraft designer based on the 
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special design conditions. It was noted that analytical solutions of the 
geometrically nonlinear problems have to be used in determining the 
design parameters according to the technique of postbuckling state. 
The relations presented take into account the membrane stresses 
arising at buckling of a thin panel. The technique developed can 
be applied at the early design stages. The relations for designing 
the hingesupported orthotropic panels in compression, shear and 
combined loading are presented.

Ключевые слова: состояние закритическое, устойчивость, пане
ли прямоугольные, материал ортотропный, сжатие, сдвиг

Для сжатых несущих панелей кессонов крыла и агрегатов меха
низации легкого самолета допускается потеря устойчивости тон
ких обшивок при нагрузках, близких к эксплуатационному уровню. 
В работе рассмотрена методика определения оптимальных па
раметров обшивки из композитных материалов при воздействии 
сжимающими и сдвиговыми потоками. Особенности постановки 
задачи оптимального проектирования следующие. Во-первых, 
при проектировании панелей предложено рассматривать два 
уровня нагружения: на первом не допускается потеря устойчиво
сти панели; на втором при условии допустимости закритического 
поведения вычисляют толщину панели из условий достижения 
предельных по прочности напряжений, определенных с учетом 
геометрически нелинейных соотношений. Во-вторых, в качестве 
переменных параметров принята толщина и ширина прямоуголь
ной панели. В-третьих, для определения оптимальных параме
тров панелей учитывается условие реализации минимальных 
запасов по устойчивости при первом уровне нагружения и по 
прочности при проектировании по закритическому состоянию 
при втором уровне нагружения. Запасы по устойчивости и по 
прочности на соответствующих уровнях нагружения должны быть 
равны единице. Указанные уровни нагружения в общем случае 
не обязательно должны совпадать с эксплуатационными и рас
четными нагрузками, рассматриваемыми при проектировании 
авиационных конструкций, но могут назначаться разработчиком 
воздушного судна из специальных расчетных условий. Отмечено, 
что при определении параметров по закритическому состоянию 
должны быть использованы аналитические решения геометри
чески нелинейных задач. Указанные соотношения соответствуют 
методологии проектирования по закритическому состоянию. 
Приведенные в работе соотношения учитывают мембранные 
напряжения, возникающие при потере устойчивости тонких пане
лей. Представленная методика может быть применима на ранних 
этапах проектирования. В работе приведены соотношения для 
проектирования шарнирно опертых ортотропных панелей при 
сжатии, сдвиге и комбинированном нагружении.
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Введение

При проектировании сжатых несущих панелей кессонов крыла и агре-
гатов механизации самолетов малой и средней грузоподъемности до-
пускается потеря устойчивости обшивки при нагрузках, близких к экс-
плуатационному уровню. Рассмотрим гладкие панели из композитных 
материалов, нагруженные сжимающими и сдвиговыми потоками. Как 
правило, большой интерес при проектировании указанных элементов 
авиационных конструкций вызывают задачи и поверочных расчетов, и 
оптимального проектирования панелей минимального веса. Отметим, что 
решения задач оптимального армирования композитных панелей при огра-
ничениях по прочности получены достаточно давно и приведены, напри-
мер, в монографиях [1—4]. Актуальным вопросам расчетов устойчивости 
и закритического поведения гладких и подкрепленных панелей посвящены 
монографии [5, 6]. Кроме того, в работе [6] приведены результаты широких 
экспериментальных исследований подкрепленных композитных панелей.

В работах [7, 8] отмечено, что потенциал композитных панелей тонко-
стенных конструкций, склонных к потере устойчивости, не используется в 
полной мере из-за отсутствия нормативных документов в авиакосмической 
отрасли. С таким утверждением следует согласиться и в настоящее время, 
поскольку технические специалисты используют в основном циркуляр [9]. 

Решения прикладных задач, касающиеся оптимального проектирования 
композитных панелей с учетом деградации характеристик композитных 
материалов, приведены в работах [10—12]. Следующее направление, 
имеющее практическую значимость, связано с численными и экспери-
ментальными исследованиями прочности композитных панелей с учетом 
низкоскоростных ударных воздействий [13, 14]. Также следует отметить 
работы, посвященные оптимальному проектированию трехслойных ком-
позитных панелей [15, 16]. Широкому параметрическому моделированию 
композитного крыла посвящена работа [17]. 

Анализ закритического поведения является сложным и актуальным 
направлением для проектирования и численных исследований [18, 19] 
тонкостенных композитных конструкций. Большой обзор работ, посвящен-
ных расчетам и алгоритмам оптимизации подкрепленных металлических 
и композитных панелей при обеспечении условий устойчивости и проч-
ности при закритическом поведении, представлен в [20]. Отметим, что 
наиболее перспективные разработки по оптимальному проектированию 
композитных панелей при закритическом поведении связаны с возмож-
ным варьированием переменными жесткостями, в том числе связанными 
с изменением угла армирования. В [21—26] предложены различные ме-
тодики расчета и проектирования оптимальных композитных панелей с 
переменными углами армирования. Несомненно, интересными являются 
работы [27, 28], посвященные аналитическому подходу к оптимизации 
укладки композитных панелей при геометрически нелинейном поведении 
с учетом переменного угла армирования слоистого пакета. 
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Другое важное направление, активно развиваемое авторами работ [29, 
30], связано с вероятностным подходом к оптимизации композитных 
конструкций при анализе их надежности и прочности при закритическом 
состоянии.

Отдельно следует выделить главу монографии [31], которая посвя-
щена задачам оптимального проектирования композитных панелей 
при закритическом поведении. В работе объединены возможности не-
линейного конечно-элементного моделирования и анализа возможных 
форм перестроения для последующего эффективного проектирования 
панелей. Также следует отметить работу [32], посвященную анализу и 
проектированию панелей при закритическом поведении с учетом уме-
ренного развития геометрически нелинейного поведения при вторичном 
изменении параметров волнообразования при нагружении. 

В [33, 34] изложена методология проектирования тонких композитных 
панелей по закритическому состоянию при допустимости потери устойчи-
вости при нагрузках, близких к эксплуатационному уровню. В этом случае 
при использовании аналитических решений геометрически нелинейных 
задач возможно определение минимальных толщин панелей при достиже-
нии предельных по прочности напряжений.

В данной работе предложено определять оптимальные параметры глад-
ких композитных панелей (рис.1) исходя из обеспечения минимальных 
запасов (равных единице) на двух уровнях нагружения: 

— на уровне 1 необходимо обеспечить устойчивость, 
— на уровне 2 допустима потеря устойчивости и необходимо обеспечить 

статическую прочность при геометрически нелинейном поведении панели.  
В общем случае указанные уровни нагружения 1 и 2 могут не совпадать 

с эксплуатационными и расчетными нагрузками. Отметим, что указанные 
уровни нагружения при введении дополнительных коэффициентов могут 
назначаться разработчиком воздушного судна в специальных расчетных 
условиях. Например, для обшивок сжатых панелей многозамкнутого за-
крылка самолета малой и средней грузоподъемности возможно допущение 
потери устойчивости обшивки между продольными стенками (рис.2) при 
сжимающих нагрузках ниже эксплуатационного уровня. Это также отно-

x

b

y

a

qx

Рис. 1. Схема прямоугольной ортотропной панели при действии сжимающих усилий.
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сится к нижним панелям фюзеляжа при действии сжатия. Для удобства 
дальнейших рассуждений обозначим отношение нагрузок двух указанных 
уровней через коэффициент w , который не обязательно будет совпадать 
с коэффициентом безопасности, принятым при разработке авиационных 
конструкций.

Формально задача проектирования панелей минимального веса может 
быть представлена следующим образом: при заданных потоках необходи-
мо определить толщину и ширину гладкой композитной панели (целевая 
функция — вес V b( ), min� � ) при ограничениях по устойчивости и по 
прочности при закритическом поведении, которые выполняются в виде 
равенства единице соответствующих запасов.  

В настоящей работе рассмотрим одновременно соотношения методик 
проектирования по устойчивости и по закритическому состоянию. Ис-
следуем прямоугольные ортотропные панели с геометрическими пара-
метрами a b>>  толщиной d  при шарнирном опирании при сжатии, 
сдвиге и комбинированном нагружении. Цель — разработка методики 
проектирования гладких композитных панелей с учетом указанных 
условий и запись замкнутых аналитических соотношений для определе-
ния толщины и ширины панели.

1. Исходные соотношения и предлагаемая методика проектирования

Запишем основные соотношения геометрически нелинейной задачи для 
ортотропных гладких панелей. Условие совместности деформаций имеет вид 
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Рис. 2. Поперечное сечение многостеночного закрылка.
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нелинейное уравнение типа Кармана — 
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Здесь и далее Ex , Ey  — модули упругости в направлении осей x и y ; 
Gxy  — модуль сдвига в плоскости композитного пакета; µxy  — ко-
эффициент Пуассона, характеризующий сокращение вдоль оси x  
при растяжении вдоль оси y ; условие ортотропии E Ex xy y yx� �� ; 
D D DE C, , 3  — изгибные жесткости ортотропной панели; d  — толщи-
на панели; F  — функция напряжений.

Приведем дополненный по отношению к материалам работ [33, 34] 
алгоритм определения оптимальных параметров ортотропных панелей, 
который в данном случае будет включать следующие пункты:

1) исходя из геометрических параметров, граничных условий и ха-
рактера нагружения панели необходимо определить возможную форму 
прогиба при потере устойчивости панели, которая, как правило, может 
быть описана известной тригонометрической функцией (с точностью до 
неизвестной величины амплитуды); 

2) определить коэффициент � � q qd st/  — отношение расчетной (раз-
рушающей) нагрузки и критической нагрузки, при которой потеря устой-
чивости не допускается;

3) при известных геометрических параметрах (в частности, длине и 
ширине панели) и жесткостных характеристиках, обусловленных уклад-
кой КМ, для рассматриваемых гладких ортотропных панелей вычислить 
числа полуволн при потере устойчивости по известным соотношениям 
механики композитных конструкций [1];

4) провести аналитическое решение геометрически нелинейной задачи 
методом Бубнова—Галеркина, позволяющим получить замкнутые анали-
тические соотношения и, в частности, нелинейные уравнения, связываю-
щие толщину, ширину панели и амплитуду прогиба;

5) записать равенства для определения напряжений через функцию на-
пряжений, из которых получаем выражение для мембранных напряжений 
в зависимости от амплитуды прогиба;

6) исследовать на экстремум выражения для напряжений по координа-
там x  и y  и определить точки, в которых напряжения могут достичь 
максимальных по модулю значений;

7) из условия достижения напряжениями предельных значений, напри-
мер, σ x , определить амплитуду прогиба при напряжениях � � σ x  (см. 
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п. 5). Подставив полученное равенство в геометрически нелинейное 
уравнение (см. п. 4), в итоге запишем нелинейное уравнение относитель-
но толщины панели;

8) в общем случае надо записать линейные соотношения (см. п. 4) 
и аналитически решить задачу устойчивости. Как правило, выражения 
для определения критических напряжений потери устойчивости гладких 
ортотропных панелей известны. Аналитически переписать полученное 
соотношение относительно ширины панели;

9) подставить полученное в п. 8 соотношение в выражение, являю-
щееся решением геометрически нелинейной задачи, в п. 7 и получить 
нелинейное уравнение относительно толщины панели;

10) провести численное решение нелинейного уравнения и определить 
оптимальную толщину гладкой ортотропной панели. Вычислить ширину 
ортотропной панели (см. п. 8). Исходя из конструктивных и технологиче-
ских ограничений уточнить значения толщины и ширины панели. 

Теперь рассмотрим применение приведенных пунктов при различных 
вариантах нагружения композитных панелей.

2. Определение оптимальных параметров гладких композитных 
панелей при сжатии

Рассмотрим соотношения, приведенные в табл. 1, поясняющие место 
методологии проектирования по закритическому состоянию в общей те-

Табл. 1
Расчетные соотношения для определения толщины ортотропной 
прямоугольной панели при одноосном сжатии при шарнирном 

опирании [34]
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тирования панелей

Соотношения для определе-
ния напряжений

Соотношения для опре-
деления минимальной 

толщины панелей

Статическая проч-
ность �

�
�
P
b

�
�

�
P
b

Устойчивость �
�

cr �
�

�
���

�

�
���K
b

2

, K � �
2

12

2�

� � �
�
�
��

�
�
��E E E Gx y xy x xy� 2

�
�2 2� b
K
st

Закритическое 
состояние

�
�

x x x
f E m

a
p� � �

2 2 2

28
,

� 2 2
2

D f E p m
a

mn mn x� �
�

�
���

�

�
���

� �
�

��

3 � �
E
D E
mn x

mn

� �
�

�
�
�

�

�
�
�
�

q
D

m
a

E
E

x

mn

mn
d 2

2
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ории проектирования тонкостенных конструкций. Представленные соот-
ношения иллюстрируют возможность определения толщины панелей при 
ограничениях по статической прочности, устойчивости и закритическому 
состоянию.

В табл. 1 введены следующие обозначения: K , Dmn , Emn , E��  — ко-
эффициенты, зависящие от жесткостных соотношений композитной струк-
туры панели (приведены далее); σ  —допускаемые по условиям прочности 
нормальные напряжения; σ st — допускаемые по условиям устойчивости 
нормальные напряжения, определяемые разработчиком воздушного судна; 
q px x

d � �  — действующий на панель сжимающий поток на расчетном 

уровне нагружения; E E
x x

xy yx
�

�1 � �
, E

E
y

y

xy yx
�

�1 � �
.

Дадим необходимые пояснения для приведенных соотношений. Пред-
ставим прогиб прямоугольной панели в виде

 W f mx
a

y
b

� sin( )sin( )
� � , 

где f  — амплитуда прогиба; m  — число полуволн в продольном направ-
лении.

В результате рассмотрения геометрически нелинейного уравнения 
совместности деформаций (1) может быть определена функция напря-
жений [34] 

 F A f mx
a

A f y
b

p yx� �
�
�

�
�
� �

�
�
�

�
�
� �1

2
2
2

2
2 2

2
cos cos

� � , 

где 

 A
E a

b m
y

1

2

2 232
= , A E b m

a
x

2

2 2

232
= . 

Тогда мембранные продольные напряжения потерявшей устойчивость 
панели вычисляем по формуле

 �
� �

x
x

x
F
y

E f m
a

y
b

p�
�

�
� � �

�
�

�
�
� �

2

2

2 2 2

28

2
cos . (3)

При решении геометрически нелинейной задачи методом Бубнова—Га-
леркина может быть получено уравнение

 � 2 2
2

D f E m
a

pmn mn x� � �
�
�

�
�
� , (4)

где

 E m E
a

E

b
mn

x y� �
�

�
��

�

�
��

4

4 4

2

16

�
, (5)
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 D E m
a

E G m
ab

E
b

mn
x xy x xy y� �
�
�

�
�
� � �

�

�
�
�

�

�
�
�
�
�
�

�
�
� ��

�
2

4 2

12
2

12 6 12

1��
�
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�
�
�

4

. (6)

Далее будем считать, что продольные напряжения (3) достигают пре-
дельных по прочности значений σ x  в потенциально-критических точках 

при условии выполнения равенства cos 2 1
� y
b

�
�
�

�
�
� � . Тогда, выразив из 

уравнения (3) амплитуду прогиба, получим соотношение

 f p
E

x x
2 1
� �� ��

��
, (7)

где E E m
a

x
��

�
�

2 2

28
.

Подставляя прогиб (7) в уравнение (4), получим искомое нелинейное 
выражение, указанное в табл. 1, относительно толщины

 � �
�

�� ��

3
2

2
0� � �

�

�
��

�

�
�� �

E
D E

q
D

m
a

E
E

mn x

mn

x

mn

mn
d

, 

где qx
d  — сжимающий поток при расчетном уровне нагружения.

Теперь уточним соотношения, введя два уровня нагружения при 
проектировании и рассмотрев два переменных параметра — толщину и 
ширину прямоугольной панели. Запишем выражение при проектировании 
по устойчивости не через критические напряжения, а через действующий 
на эксплуатационном уровне сжимающий поток

 b
q

E E E G
x

x y xy x xy
2

2
3

6
2� � ��

��
�
��

�
� �

exp
. (8)

Также следует учесть, что используемое соотношение верно при опреде-
лении числа полуволн m  [1] 

 m a
b
E
E
y

x
= 4 , (9)

из которого следует, что число m  зависит от соотношения жесткостных 
параметров и соотношений сторон.

Таким образом, для получения уравнения для определения толщины 
панели необходимо в выражение (7) подставить обозначения (5), (6), затем 
соотношение для чисел полуволн m  (9) и далее исключить ширину b  с 
помощью уравнения (8). Итоговое выражение относительно толщины 
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после указанных преобразований включает сжимающие потоки, действу-
ющие на двух уровнях нагружения:

 �
�

�
�2q qx x

x

d st

. (10)

В инженерных расчетах авиационных конструкций при условии q qx x
st = exp  

следует учитывать величину коэффициента безопасности fsafety =1 5, . 
Тогда для определения толщины получим более простое равенство

 �
�

�
2qx

x

exp

, (11)

которое вместе с уравнением (8) определяет оптимальные параметры 
композитной панели. Также отметим, что в данном случае не указаны 
дополнительные коэффициенты безопасности, вводимые при проекти-
ровании композитных конструкций и, как уже было отмечено, вводимые 
разработчиком воздушного судна в специальные расчетные условия и 
зависящие от многих конкретных условий. Причем на дополнительные 
коэффициенты безопасности обычно умножают нагрузки на двух указан-
ных уровнях нагружения.

3. Определение оптимальных параметров гладких композитных 
панелей при сдвиге

Представим аналогичные рассуждения при рассмотрении задачи оп-
тимального проектирования гладких ортотропных панелей при действии 
касательных потоков. Также рассмотрим соотношения, приведенные в 
табл. 2, с помощью которых можно убедиться в правомерности представ-
ленных рассуждений для случая сдвига.

В табл. 2 приняты следующие обозначения: Q  — действующая пере-
резывающая сила; τd  —  допускаемые по условиям прочности касательные 
напряжения; τst  — допускаемые по условиям устойчивости касательные 
напряжения, которые определяются разработчиком воздушного судна; 
q pxy xy

d � �  — действующий на панель сдвиговой поток при расчетном 
уровне нагружения; B�� , D�� , Gα  — жесткостные коэффициенты, обо-
значения для которых приведены далее.

Теперь рассмотрим случай действия на ортотропную прямоугольную 
панель касательных потоков. Воспользуемся для описания прогиба равен-
ством вида [35]

 W f y
b

x y
s

� �
�

sin sin
( )

,
� � �  (12)

где α  — тангенс угла наклона волн при выпучивании; s  — расстояние 
между узловыми линиями. 
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Тогда из уравнения совместности деформаций (1) получим функцию 
напряжений

 F f
G

s
b

x y
s

b
s

E y
bx�

�

�
���

�

�
���

�
�
�

�
���

�

�
���

�2 2 2

32

1 2 2

�

� � �
cos

( )
cos��

��

�
��

�
�
��

�
��

�  

 � � �
p y p x

p xyx y
xy

2 2

2 2
,  (13)

где

 G
E G E Ey xy

xy

x x
�

�
�

�
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�

�

����

�

�

����
�

1 1 2
2

4

. 

Будем считать, что прочностное разрушение в данном случае возмож-
но по достижении предельных касательных напряжений τ xy . Запишем 
выражение для мембранных касательных напряжений [34] 

 � xy xy xy
F
x y

f p� �
�
� �

� �
2

2D ,   

где Dxy
G b

x y
s

�
�� � � �

�

2

28

2
cos

( ) , и далее будем считать, что при действии 

Табл. 2
Расчетные соотношения для определения толщины ортотропной 

прямоугольной панели при сдвиге

Условия для 
проектирования 

панелей
Соотношения для вычисления 

напряжений
Соотношения для определе-
ния минимальной толщины 

панелей

Статическая 
проч ность �

�
�
Q
b

�
�

�
Q
bd

Устойчивость �
�

�cr �
�

�
���

�

�
���K
b

2

, K�
�

� �
2

12

2

� �� � � �E E Gy x xy xy� �
�

2 4 3
1
,

� �� �� �E E E Gx y x xy xy2  [35]
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�
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2 2� b
K
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Закритическое 
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xy xyf
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максимальных напряжений в критических точках имеем cos
( )2

1
� �x y

s
�

� .

Используя далее процедуру метода Бубнова—Галеркина с учетом гео-
метрически нелинейного уравнения (2), в общем виде при f ¹ 0  получим

 � � � � �
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� . (14)

При малых прогибах выражение (14) перепишем в виде

 q p E
s

E G

b s
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x xy x xy� ��
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который совпадает с равенством из работы [35]. При некоторых упрощениях 
путем аналитической минимизации можно определить критический сдвиго-
вой поток ортотропной панели по известной формуле [35]

 q
b

E E Gxy y x xy xy
cr � �� � � �

2

12
2 4 3

12

2

3� �
� �

�
, (15)

где � �� �� �E E E Gx y x xy xy2 , при этом критические параметры волно-
образования вычисляем из соотношений [35]
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где 

 � � �
�
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�� �b

s
E
E

E G

E
x

y

x xy xy

y

2

2 1

2
, , .  

Учитывая введение двух уровней нагружения, перепишем равен-
ство (15) в виде 

 b
q

E E G
xy

y x xy xy
2

2 3

6
2 4 3

1
� �� � � �
� �

� �
�st

. (18)

Далее при действии только касательных потоков на расчетном уровне 
из уравнения (14) имеем
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где 
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� � . (21)

Теперь распишем процедуру получения итогового громоздкого урав-
нения для определения толщины с учетом того, что ширина панели b  
также является переменной величиной. Во-первых, определим критиче-
ские параметры волнообразования αcr  и γ cr , зависящие от жесткостных 
соотношений, по формулам (16), (17). Во-вторых, подставим обозначения 
для Gα , B��  (20) и D��  (21) в уравнение (19). Далее, используя обозна-
чения для s  и b  (16), можно получить одно громоздкое уравнение отно-
сительно толщины d , включающее в себя два уровня действующих по-
токов и решаемое численным образом. После определения оптимальной 
толщины панели по формуле (18) можно вычислить оптимальную шири-
ну прямоугольной панели. 
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4. Определение оптимальных параметров композитных панелей 
при комбинированном нагружении

Рассмотрим случай комбинированного нагружения продольными 
сжимающими и касательными потоками. Будем считать, что компоненты 
нагружения изменяются пропорционально одному параметру: q qx x� � , 
q qxy xy� � . При рассмотрении задач устойчивости и закритического 
поведения будем использовать вид прогиба, описываемый соотноше-
нием (12). Тогда функция напряжения F  и решение геометрически 
нелинейной задачи сохраняют вид соотношений (13) и (14). 

При действии комбинации потоков при малых прогибах выраже-
ние (14) перепишем в виде
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, 

где q px x
st st� � , q pxy xy

st st� �  — действующие потоки, соответствующие уров-
ню нагружения, при котором необходимо обеспечить устойчивость.

Далее при использовании параметра � � b s2 2 и системы уравнений

 � � �� � 0,  � � �� � 0  

можно по аналогии со случаем сдвига и работы [36] численным образом 
определить критические параметры волнообразования при потере устой-
чивости (� �cr cr, ). В соответствии с предложенным приемом сведения 
задачи оптимизации к одному уравнению потребуются выражения отно-
сительно ширины панели. 

Отметим еще раз практические достоинства результатов работы [35], 
в которой получены аналитические решения задач устойчивости для 
ортотропных панелей и формула для критических касательных пото-
ков (15). Указанное уравнение было следствием более общей решаемой 
задачи устойчивости, предполагающей комбинированное нагружение. В 
работе [35] было получено аналитическое решение задачи устойчивости 
при одновременном действии сжимающих и касательных напряжений и 
записано выражение 
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которое так же, как и формула (15), имеет применение для практических 
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расчетов. Переписывая приведенное уравнение через действующие пото-
ки для первого уровня нагружения, при которых необходимо обеспечить 
устойчивость, имеем 
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и получаем квадратное уравнение относительно величины b2 . Отметим, 
что практическая значимость полученного в работе [35] уравнения заклю-
чается в возможности аналитического определения минимальной толщи-
ны ортотропной панели при заданной нагрузке, укладке и ширине панели.

Далее в рассматриваемой задаче определения толщины ортотропной 
панели с минимальными запасами для второго уровня нагружения при 
комбинированном нагружении необходимо воспользоваться комплексным 
критерием прочности. Считая, что на панель действуют потоки (так как при 
постановке задачи проектирования толщины и напряжения неизвестны), 
воспользуемся следующим выражением для критерия прочности с учетом 
умножения на толщину:
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Здесь σ x  и τ x  — предельные по остаточной прочности напряжения 
композитного пакета при наличии дефектов 1-й категории [9]. Отметим, 
что данный прием использован в работе [36], где рассмотрен вариант 
нагружения при действии двухосного сжатия и сдвига.

Мембранные напряжения в срединной поверхности потерявшей устой-
чивость прямоугольной ортотропной панели определяем как
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Теперь запишем полученные выражения для случая совместного дей-

ствия продольными сжимающими q px x
d � �  и касательными q pxy xy

d � �  
потоками. Перепишем выражения (24) с учетом действия потоков в виде

 � � �x xf q� � �D1
2 d ,  � � �xy xy xyf q� � �D 2 d .  (25)

Далее нелинейное уравнение (14) перепишем в виде 

 f B D
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� � �d d . (26)

Проведем следующие преобразования уравнений (23), (25) и (26). 
Сначала подставим потоки из (25) в критерий прочности (23). Далее, 
подставив амплитуду прогиба из (26) в полученное на предыдущем шаге 
рассуждений соотношение, запишем искомое нелинейное уравнение для 
определения толщины как 
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Для получения искомого громоздкого уравнения для определения оп-
тимальной толщины при рассмотрении двух уровней нагружения надо 
подставить величины b2  при аналитическом решении квадратного урав-
нения (22) в записанное равенство (27).

5. Пример определения параметров композитной панели при сжатии

Рассмотрим панели из углепластика со следующими характеристика-
ми: E1  = 125 ГПа, E2  = 9 ГПа, G12  = 5 ГПа, µ21 = 0,28, σ1  = 0,9 ГПа. 
Положим, что при стандартной укладке 0°/±45°/90° и относительной 
толщине h0 = 0,4, h45= 0,5, h90 = 0,1 предел прочности при сжатии 
равен σ x  = 459 МПа. В табл. 3, 4 приведены результаты расчетов при 
разных уровнях нагружения. Приведенный параметр D �100 �  (%) 
показывает процент нагрузки, при которой принята возможность допу-
стимости потери устойчивости. Из данных табл. 3, 4 видно, что допу-
стимость или недопустимость ранней потери устойчивости может при-
водить к разным рекомендациям при разработке конструкций.
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Рассмотрим также традиционный вопрос проектирования композитных 
конструкций об оптимальной укладке. В данном случае для шарнирно опер-
той панели при сжатии параметры панели определяем по формулам (8) 
и (10). Целесообразно рассматривать безразмерный параметр � �� / b . Из 
указанных уравнений можно получить соотношение

 �
�
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а для авиационных конструкций с учетом коэффициента безопасности 
fsafety  = 1,5 имеем
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Отметим, что здесь также опущены дополнительные коэффициенты без-
опасности, вводимые при проектировании композитных конструкций по 
указанным ранее причинам. Для оценки оптимального армирования в 

Табл. 3
Оптимальные параметры углепластиковой панели при изменении уровня 

нагрузки, при которой допустима потеря устойчивости

qx
st ·103, ГПа·м 0,4 0,359 0,24 0,182 0,15
qx

d ·103, ГПа·м 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6
w 1,5 1,67 2,5 3,3 4

D, % 67 60 40 30 25
d, мм 1,74 1,83 2,09 2,22 2,29
b, мм 47,6 54,2 80,8 101,3 116,9

Табл. 4
Оптимальные параметры углепластиковой панели при изменении уровня 

разрушающей нагрузки

qx
st ·103, ГПа·м 0,4 0,4 0,4 0,4 0,4
qx

d ·103, ГПа·м 0,6 0,668 1,0 1,32 1,6
w 1,5 1,67 2,5 3,3 4
D, % 67 60 40 30 25
d, мм 1,74 2,04 3,48 4,88 6,1
b, мм 47,6 60,3 134,7 223,1 311,8
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табл. 5 показано изменение параметра ζ  в зависимости от угла арми-
рования при использовании структуры � �� . Предел прочности σ x  (� �� ) 
при этом определялся по условию разрушения монослоя КМ вдоль 
волокон. Отметим, что реализация прочностных и жесткостных харак-
теристик панели со структурой � ��  возможна и при стандартной уклад-
ке 0°/±45°/90°. Отметим также, что полученные соотношения учитывают 
прочностные, но не конструктивные и не технологические ограничения. 
При разработке конструкций, как правило, реализуется компромиссное 
решение.

6. Пример возможного применения методики определения 
оптимальных параметров сжатых панелей

Рассмотрим многозамкнутый закрылок самолета малой грузоподъ-
емности при допустимости потери устойчивости обшивки между про-
дольными стенками (рис. 2, 3). На ранних этапах проектирования, как 
правило, исходными данными являются геометрические параметры 
(например, координаты внешних поверхностей, но не толщина обшивок) 
закрылка, а также внешние нагрузки и соответствующие силовые факто-
ры (изгибающий и крутящий моменты, а также перерезывающая сила). 
На начальном этапе проектирования исходя из величины изгибающего 
момента и координат внешних поверхностей и используя балочную 
теорию, можно определить расчетные нормальные потоки. В этом слу-
чае вкладом продольных поясов (носящих конструктивный характер) в 
восприятие изгибающего момента, как правило, пренебрегают. Причем 
на максимальной высоте сечения будет действовать максимальный сжи-
мающий поток. Пример сечения рассматриваемой конструкции показан 
на рис. 2, 3. Используя формулы (8) и (11), можно вычислить толщину 
сжатой панели и шаг установки продольных стенок исходя из ранее 
рассмотренных условий обеспечения устойчивости и прочности при 
закритическом состоянии.

Табл. 5
Оптимальные параметры углепластиковой панели при изменении угла 

армирования при уровнях нагружения qxst ·103=0,4 ГПа·м  
и qxd ·103=0,6 ГПа·м

Параметр
�� , град

10 20 30 40
σ x , ГПа 0,827 0,6 0,33 0,168

ζ 0,067 0,048 0,03 0,02
d, мм 0,97 1,33 2,43 4,75
b, мм 14,4 27,9 80,8 241,4
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Заключение

В настоящей работе получены следующие результаты.
1. Предложена методика проектирования оптимальных гладких ком-

позитных панелей в новой постановке задачи при ограничениях по 
устойчивости и прочности при закритическом поведении. В методике 
учитываются два уровня нагружения, при которых обеспечивается устой-
чивость и прочность при геометрически нелинейном поведении панели 
с минимальными запасами, равными единице.

2. Приведены аналитические соотношения при реализации методики 
при сжатии, сдвиге и комбинированном нагружении, что соответствует 
достижению цели работы. Даны пояснения особенностей реализации 
методики для каждого вида нагружения. В случае сжатия шарнирно 
опертой панели получены инженерные аналитические соотношения для 
получения рекомендаций при выборе оптимальных параметров.

3. Практическая значимость работы заключается в возможности 
получения оптимальных параметров гладких композитных панелей на 
ранних этапах проектирования, когда переменными параметрами могут 
быть толщина и ширина панели (шаг стрингеров) при заданных погон-
ных нагрузках. Также методика может быть использована при выборе 
шага установки стенок для многозамкнутых конструкций.
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