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The method of implicit finite differences for solving problems of 
deformation mechanics of piecewise homogeneous bodies is pre­
sented. The method is based on approximating the sought-for 
quantities by polynomials with indeterminate coefficients. It allows 
one to approximate the derivatives in resolving equations based 
on a grid with an irregular, in general, arrangement of nodal 
points. Relations were given for one-, two-, and three-dimensional 
approximations of the second-order of accuracy. This method was 
applied to studying the deformation of an elastic rotating cylinder 
whose matrix is reinforced in the circumferential directions with one 
layer of round fibers. The material configuration of the cylinder at 
large displacements and deformations are presented together with 
the stresses of contact interaction between the matrix and fibers. 
Its deformation characteristic, which reflects the continuation of the 
solution of the problem in terms of rotation speed, is determined. 
The results obtained are compared with the solution of the problem 
for a cylinder with square fibers at the same filling found by the 
methods of implicit finite differences and the traditional method of 
finite differences. Boundary-value problems for a thick-walled cylinder 
made of an isotropic material are also solved in nonlinear and linear 
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formulations with uniform and nonuniform distributions of nodal points 
across the cylinder thickness, and the results obtained are compared 
with the exact solution of the corresponding linear problem.

Ключевые слова: метод конечных разностей, тело кусочно-одно­
родное, волокна круглого сечения, волокна квадратного сечения, 
цилиндр изотропный, силы центробежные

Изложен метод неявных конечных разностей для решения за­
дач механики деформирования кусочно-однородных тел. Метод 
основывается на аппроксимации искомых величин полиномами 
с неопределенными коэффициентами, позволяет аппрокси­
мировать производные в разрешающих уравнениях на основе 
сетки с нерегулярным, в общем, расположением узловых точек. 
Соотношения неявных конечных разностей приведены для одно-, 
двух- и трехмерных аппроксимаций второго порядка точности. 
Метод применили для исследования деформирования эластич­
ного цилиндра под воздействием вращения, матрица которого 
армирована по окружным направлениям одним слоем волокон 
круглого сечения. Представлена материальная конфигурация 
цилиндра при больших перемещениях и деформациях вместе 
с напряжениями контактного взаимодействия матрицы и воло­
кон. Построена его деформационная характеристика, которая 
отражает продолжение решения задачи по скорости вращения. 
Результаты сопоставлены с решением задачи для цилиндра с 
волокнами квадратного сечения вместо круглого при одинако­
вом наполнении на основе схемы неявных конечных разностей 
и традиционного метода конечных разностей. Решены также 
краевые задачи для толстостенного цилиндра из изотропного 
материала в нелинейной и линейной постановках при равномер­
ном и неравномерном распределениях узловых точек по толщине 
цилиндра, результаты сравнены с результатами точного решения 
соответствующей линейной задачи.

Постановка проблемы

Задачи о деформировании композитных тел обычно решаются на осно-
ве моделирования их материала с исходным строением как однородного 
анизотропного с макроскопически эквивалентными свойствами. Преиму-
щество подхода, основанного на определении механических характеристик 
материала тела по механическим свойствам составляющих компонентов в 
том, что для его реализации требуются сравнительно небольшие вычисли-
тельные ресурсы, сопоставимые с численным исследованием однородного 
тела. Однако на его основе не выявляются непосредственно внутренние 
поля в компонентах материала, анализ разрушения имеет ограниченный ха-
рактер. К тому же формулы для расчетов эффективных модулей основаны 
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на линейных соотношениях механики деформирования, при которых они 
применимы в диапазоне достаточно малых деформаций. В случае больших 
деформаций обычно используют некоторые из эффективных модулей, 
которые определяют из натуральных экспериментов при частных видах 
деформирования материала. Выявленные при этом механические характе-
ристики могут быть использованы для исследования тела из испытанного 
материала лишь при соответственно ограниченных деформациях.

Останавливаясь в основном на исследованиях цилиндрических тел во-
локнистого строения, отметим работу [1], где рассмотрена безмоментная 
цилиндрическая оболочка, однонаправленно армированная волокнами, 
на основе использования эффективных модулей ее материала. В [2, 3] 
изучали оболочки из четного количества слоев с перекрестным располо-
жением волокон. Материал каждого из слоев учитывается с помощью его 
эффективных модулей. Основной материал цилиндрической оболочки, 
армированной малорастяжимыми волокнами по перекрестной схеме, рас-
смотрен как физически нелинейный в [4]. В [5] исследована артерия в виде 
круговой цилиндрической трубы из двух слоев при больших деформациях, 
в которых армирующими элементами являются коллагеновые волокна. 
Потенциальный закон при нелинейно-упругом поведении требует трех 
материальных констант для каждого из слоев, чтобы учесть совместную 
реакцию стенки сосуда на воздействие осевого растяжения, давления и 
кручения, определяемых из эксперимента. В [6] изучали также вязкоупру-
гое деформирование артерии на основе моделирования ее материала как 
эффективно ортотропного.

Наиболее общий подход в исследовании тел с волокнистой структурой 
основан на применении модели кусочно-однородной среды. В данной мо-
дели матрицу и волокна рассматриваем как контактно взаимодействующие 
компоненты на основе уравнений механики деформирования с выявлением 
внутренних полей композитной структуры. В качестве примера укажем рабо-
ту [7], где представлено исследование металлокомпозита с медной матрицей 
и вольфрамовыми волокнами при макроскопически однородном поперечном 
сжатии. Методом конечных элементов (МКЭ) рассчитаны внутренние поля 
для ограниченной области материала с небольшим количеством нерегу-
лярно расположенных волокон при упругопластическом деформировании 
компонентов. Конечно-элементное моделирование процессов деформиро-
вания волокнистых композитов при больших пластических деформациях и 
деформациях ползучести изложено в [8]. В [9] построена конечно-элемент-
ная модель для характеристики напряженно-деформированного состояния 
при одноосном растяжении однонаправленно армированного материала. В 
[10] с помощью сетки плоских конечных элементов исследовано поведение 
упругопластической балки, армированной в поперечном направлении упру-
гими волокнами квадратного сечения. В [11] на базе соотношений линейной 
теории упругости решена задача о краевых эффектах в слоистом композит-
ном материале с изотропными слоями постоянной толщины при одноосном 
нагружении, приближенное решение задачи производится вариационно-раз-
ностным методом. В [12] с помощью метода конечных элементов в двух-
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мерной постановке исследовано обжатие между двумя жесткими плитами 
пучка круглых волокон в режимах малой и конечной упругих деформаций.

В рамках двухуровневой каркасной теории отметим применение модели 
кусочно-однородной среды для блоков представления материала среды [13]. 
В [14] решение задачи для тела в целом по каркасной теории завершается 
решением экстремальных задач по высокоградиентной схеме подхода для 
сборок блоков возле граничной поверхности тела. При круглых волокнах 
армирующих систем решения микрокраевых задач для блоков материала 
или их сборок производятся методом локальных вариаций [15] на базе 
конечно-элементной аппроксимации [16]. В [17] решена задача о больших 
упругих деформациях многослойного цилиндра с кольцевыми волокнами 
квадратного сечения под воздействием вращения. Правильные формы осе-
вого сечения цилиндра и сечений волокон в нем обусловили возможность 
решения задачи о его деформировании методом конечных разностей (МКР). 
В [18] с помощью метода конечных разностей исследовано поведение трех-
слойной трубы, армированной волокнами квадратного сечения и нагружен-
ной внутренним давлением.

Важное преимущество МКР по сравнению с МКЭ при исследовании 
проблематики на основе дифференциальных уравнений — это достаточно 
простое формирование численных аналогов уравнений задачи в узловых 
точках её дискретной схемы. Однако данная процедура обычно выполня-
ется на основе стандартной сетки узловых точек, которую можно приме-
нять для тела, ограниченного координатными поверхностями. Известны 
случаи использования неравномерного расположения узловых точек возле 
граничной поверхности тела неправильной конфигурации, когда они рас-
положены на пересечениях линий сетки с его границей. Применяемые 
формулы для производных в таких точках имеют частный характер (см., 
например, [19]). Нерегулярное расположение узловых точек внутри тела 
и на его граничной поверхности, какое может быть в случае МКЭ, на базе 
МКР не учитывается.

Существенным обстоятельством является определение напряжений по 
схеме метода конечных разностей с такой же точностью, с какой находят 
перемещения, когда в решаемой краевой задаче данные величины рассмат
ривают как взаимно независимые и определяют вместе на основе сформи-
рованной системы уравнений. В МКЭ в форме перемещений деформации 
и напряжения определяют с помощью численного дифференцирования 
по координатным переменным предварительно найденных из решения 
задачи перемещений. Данная операция является источником существен-
ных погрешностей, с которыми могут находить указанные величины при 
сравнительно незначительных погрешностях самих перемещений.

В настоящей работе в рамках расширения возможностей МКР примени-
тельно к исследованиям тел кусочно-однородного строения изложена более 
общая схема метода. Данная схема предполагает наличие неравномерного 
распределения узловых точек дискретного аналога тела в решаемой для 
него задаче. Неравномерное распределение узловых точек учитывается 
на основе полиномиальных аппроксимаций искомых величин с неопреде-
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ленными коэффициентами. Коэффициенты аппроксимаций вычисляют в 
процессе численной реализации задачи, исходя из значений аппроксими-
руемой функции в узловых точках. Подход применительно к численному 
дифференцированию одномерных функций как метод неопределенных ко-
эффициентов представлен в [20]; распространяется на вычисление частных 
производных в двух- и трехмерной проблематиках под названием метода 
неявных конечных разностей (МНКР). Указанный метод можно применять 
для решения задач механики деформирования; он основан на прогнозиро-
вании решения задачи с последующим его уточнением. Это в одинаковой 
мере имеет место как для линейных, так и нелинейных формулировок задач. 

 Схема неявных конечных разностей

Рассмотрим двухмерный случай аппроксимации производных по ко-
ординатам x  и y  (обозначим вместо 



θ 1  и 


θ 2 ). Координаты x  и y  в 
общем криволинейные, могут быть прямоугольными декартовыми. В 
поверхности переменных x  и y  выделим девять компактно расположен-
ных узловых точек сетки численного решения краевой или экстремальной 
задачи (рис. 1). Точки расположены неравномерно по приращениям коор-
динат с переходом от одной точки к другой, на рисунке их соединили 
между собой криволинейными отрезками (это может быть отрезок коор-
динатной линии или контур разделения областей смежных материалов). 
Узловые точки дискретной схемы, как и при использовании МКЭ, могут 
располагаться на произвольных (некоординатных) кривых, порядок кото-
рых определяется количеством тех точек, через которые кривые проходят.

 Аппроксимируемую функцию, как, например, одну из компонент век-
тора перемещения или тензора напряжений, обозначим как u . Исходя из 
значений функции в узловых точках 1, …, 9, искомую величину u  в урав-

1

2
34

5
67

9y ��2)ˆ
8

x ��1)ˆ̂

Рис. 1. Конфигурация положений девяти узловых точек для аппроксимации произ-
водной по координатам x ( )



θ1  и y ( )


θ 2 .



МЕХАНИКА КОМПОЗИТНЫХ МАТЕРИАЛОВ.—2021.—Т. 57, № 6.

В. М. Ахундов

1134

нениях задачи аппроксимируем полным полиномом второго порядка по 
обеим координатным переменным:

	 u a a x a y a xy a x a y a x y a xy a x y� � � � � � � � �1 2 3 4 5
2

6
2

7
2

8
2

9
2 2 .	 (1.1)

Соответствующие выражения первых производных по координатам имеют вид

	 �
�

� � � � � �
u
x

a a y a x a xy a y a xy2 4 5 7 8
2

9
22 2 2 ,	

	 �
�

� � � � � �
u
y

a a x a y a x a xy a x y3 4 6 7
2

8 9
22 2 2 .		

(1.2)

Выражения для производных более высокого порядка очевидны и их не 
приводим. Обозначим значения координат x  и y  узловых точек 1, …,9 как 
x y x y1 1 9 9, , ..., , , а значения функции в этих точках — как u u1 9,...,  соот-
ветственно. Записав выражения значений функции для каждой из узловых 
точек с помощью (1.1), придем к системе линейных алгебраических урав-
нений (СЛАУ) относительно коэффициентов a a1 9, ...,

	 u a a x a y a x y a x y1 1 2 1 3 1 4 1 1 9 1
2
1
2� � � � � �... ,	

	               .    .    .     .      .         .	

	              .    .    .     .      .         . 	 (1.3)

	               .    .    .     .      .         .	

	 u a a x a y a x y a x y9 1 2 9 3 9 4 9 9 9 9
2
9
2� � � � � �... .	

Решение данной системы уравнений можно доводить, как в случае 
обычно применяемого МКР, до получения конечных формул для ai  и при-
менять производные (1.2) в уравнениях задачи, выраженные непосредствен-
но через узловые значения искомой величины. Но данные коэффициенты 
даже при сравнительно небольшом количестве узловых точек в рассматри-
ваемой конфигурации их расположения находят с помощью столь громозд-
ких выкладок, что такая реализация задачи нецелесообразна. 

Решение системы конечно-разностных уравнений задачи о деформиро-
вании тела по схеме неявных коэффициентов производим на основе задания 
начального приближения узловых значений искомых величин и его после-
дующего уточнения. Узловые значения величин уточняем с помощью одного 
из методов решения систем нелинейных уравнений; в качестве удобного 
метода назовём дискретный метод Ньютона [21]. Данный метод не требует 
представления в явном виде уравнений, необходимо знать лишь способ 
вычисления выражения их левых частей (слева от знака равенства нулю). 
Метод обладает высокой эффективностью на основе продолжения решения 
по параметрам нагружения исследуемого тела. В случае линейной задачи 
продолжения ее решения не требуется, одна итерация метода приводит к 
искомому решению при любом начальном приближении узловых значений.
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СЛАУ (1.3) решаем на основе алгоритма компьютерного решения 
задачи о деформировании однородного или кусочно-однородного тела. 
В результате коэффициенты аппроксимации a a1 9,...,  для текущей узло-
вой точки определяем в зависимости от значений функции u u1 9,...,  в 
узлах включающей конфигурации точек. Линейная форма зависимостей 
между указанными величинами при рассматриваемом подходе не явля-
ется востребованной (как особенность рассматриваемого подхода), по
этому приведем их в общем виде:

	 a a u u u a a u u u1 1 1 2 9 9 9 1 2 9= =( , ,..., ),..., ( , ,..., ) 	

(напоминаем, СЛАУ относительно узловых значений искомых функций 
и при решении линейной задачи в явном виде не формируется).

Определив ai , вычисляем в узловой точке требуемые производные (1.2), 
переходя по ходу численной реализации задачи от одной узловой точки 
к другой. Это могут быть производные по x и y для точки 5, центральной 
в конфигурации расположения точек 1, …, 9. Для других точек произво-
дные определяются на основе своих прилегающих конфигураций (набо-
ров) узловых точек, для которых они являются центральными. В случае 
нахождения производных в точках, расположенных в граничной поверх-
ности тела или в поверхности раздела его составляющих компонентов, 
используется та же конфигурация узловых точек, которая применяется 
для вычисления центральных производных.

В качестве другого набора узловых точек для аппроксимации производ
ных на рис. 2 показана конфигурация из восьми неравномерно располо-
женных узловых точек. Взаимное расположение точек может отличаться 
от приведенного, но на форму применяемой аппроксимации это не повлия
ет. На рис. 3 показаны две конфигурации с тремя узловыми точками в 
каждой из них, расположенными на координатных линиях x  и y .

1

2
34

5

6

7

8
y ��2)ˆ̂

x ��1)ˆ̂

Рис.2. Конфигурация положений восьми узловых точек для аппроксимации произ-
водной по координатам x ( )



θ 1  и y ( )


θ 2 .
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В случае конфигурации из восьми точек для функции и ее производных 
применяем аппроксимации

	 u a a x a y a xy a x a y a x y a xy� � � � � � � �1 2 3 4 5
2

6
2

7
2

8
2 ,	 (1.4)

	 �
�

� � � � �
u
x

a a y a x a xy a y2 4 5 7 8
22 2 ,	

(1.5)
	 �

�
� � � � �

u
y

a a x a y a x a xy3 4 6 7
2

82 2 ;	

в случае конфигурации из трех точек, расположенных вдоль x-координат-
ной линии — аппроксимации

	 u a a x a x� � �1 2 3
2 ; �

�
� �

u
x

a a x2 32 ,	 (1.6)

а расположенных вдоль y-координатной линии — 

	 u a a y a y� � �1 2 3
2 ;  �

�
� �

u
y

a a y2 32 .	 (1.7)

Соответствующие СЛАУ для определения коэффициентов ai  в (1.4)—
(1.7) через значения ui  функции в узловых точках ( x yi i, ) не приводим в 
силу их очевидности. 

При расположении трех узловых точек на координатной линии при 
равных расстояниях h  между ними как приращениях координаты при 
переходе от одной точки к смежной с ней другой выкладки на основе 
аппроксимаций (1.6), (1.7) существенно упрощаются. В этих случаях 
приходим к известным формулам [19] для правой, центральной и левой 
производных по координате в данных точках в соответствии с их распо-
ложением на линии. Так, если точки 1, 2, 3 расположены на x -линии и 

1

2

3

1

2

3

y ��2)ˆ̂

x ��1)ˆ̂

Рис. 3. Конфигурация положений на базе трех узловых точек, расположенных на 
каждой из координатных линий.
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разделены равными координатными расстояниями h , то для производных 
по x  в этих точках найдем

	 �
�

�
� � �u

x
u u u

h1

1 2 33 4

2
,     �

�
�

�u
x

u u
h2

3 1

2
,     �

�
�

� �u
x

u u u
h3

1 2 34 3

2
.	 (1.8)

Аналогично двухмерным аппроксимациям (1.1), (1.2) и (1.4), (1.5), 
одномерным (1.6) и (1.7) строится и трехмерная аппроксимация величин 
и их производных на основе, в общем случае, системы криволинейных 
пространственных координат x y, , z . Данная аппроксимация второго 
порядка в наиболее полном виде основывается на использовании 27 узло-
вых точек. Положения этих точек определяют конфигурацию косоуголь-
ного шестигранника с кривыми гранями и расположением восьми точек в 
его вершинах, шести — на гранях, 12 — на ребрах и одной — внутри тела. 
Соответствующие представления аппроксимируемой функции и ее произ-
водных записываем как

	 u a x y zijk
i j k

i j k
�

�
�
, , 0

2
,	 (1.9)

	 �
�

� �

� �
�u

x
ia x y zijk

i j k

j k i

1

0 1

2

, ,

,  �
�

� �

� �
�u

y
ja x y zijk

i j k

i k j

1

0 1

2

, ,

,	

	 �
�

� �

� �
�u

z
ka x y zijk

i j k

i j k

1

0 1

2

, ,

.	
(1.10)

Могут также применяться аппроксимирующие полиномы при отсут-
ствии узловых точек на гранях и внутри шестигранника конфигурации их 
расположения. На рис. 4 изображена конфигурация второго порядка из 20 
узловых точек, восемь из которых располагаются в вершинах конфигура-

y ��2)ˆ̂

x ��1)ˆ̂

z ��3)ˆ̂

Рис. 4. Конфигурация положений 20 узловых точек для аппроксимации производных 
по координатам x ( )



θ1 , y ( )


θ 2  и z ( )


θ 3 .
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ции, а остальные 12 — на ее контурных ребрах. Аппроксимацию функции 
для данного набора узловых точек представим в развернутом виде:

	 u a a x a y a z a xy a yz a xz a x a y a z� � � � � � � � � � �1 2 3 4 5 6 7 8
2

9
2

10
2 	

	 + + + + + + + +a xyz a xy a xz a yz a x y a x z a y z11 12
2

13
2

14
2

15
2

16
2

17
2 	

	 + + +a x yz a y xz a z xy18
2

19
2

20
2 , 	 (1.11)

соответствующие производные очевидны. Полином (1.11) содержит те 
произведения степеней координатных переменных x y zi j k , которые 
включаются функциями формы трехмерного конечного элемента второ-
го порядка из серендипова семейства [3].

В МНКР производные на основе применяемой конфигурации узловых 
точек, в отличие от МКЭ, обычно вычисляются для центральной из них. 
С переходом к другой узловой точке используется иная, включающая 
ее совокупность узловых точек, — как это имеет место в применяемом 
методе конечных разностей с определенными коэффициентами. Данный 
порядок, как и в случае МКР, нарушается на граничной поверхности 
тела и на поверхностях раздела в нем разнородных материалов. Подход 
достаточно просто алгоритмизируется и может быть распространен на 
аппроксимации более высоких порядков.

Вместе с тем может применяться и неявная схема метода конечных 
элементов. Данная версия метода конечных элементов основана на вы-
числении по неявной схеме коэффициентов aijk  аппроксимации пере-
мещений (1.9) и их производных (1.10). Аппроксимация производится 
исходя из одной и той же совокупности узловых точек конечного эле-
мента, пока вычисления выполняются для области данного КЭ,  — в 
соответствии с кусочной гладкостью аппроксимируемой функции.

Выполнение трудоемкой процедуры по формированию матрицы жестко-
сти тела (конструкции) не требуется. К тому же ее осуществление воз-
можно лишь на базе линейной или линеаризованной постановки задачи. 
В случае неявной схемы МКЭ в узловых точках, общих для смежных КЭ, 
суммируются непосредственно сами уравнения, относящиеся к вариациям 
перемещений этих точек. Данная процедура более проста, чем формиро-
вание матрицы жесткости, ее можно применять как к линейным, так и 
геометрически и физически нелинейным задачам. Получаемые уравнения 
метода решаются относительно узловых перемещений на основе непосред-
ственного выполнения в уравнениях операции численного интегрирования. 
Интегрирование производится по каждому конечному элементу на базе 
очередного приближения значений его узловых перемещений. В качестве 
метода, уточняющего приближение узловых перемещений, можно приме-
нять дискретный метод Ньютона или один из методов оптимизации [22] с 
продолжением по истории нагружения. 
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Условия постановки задачи

Схема однослойного круглого цилиндра с волокнами кругового сече-
ния, расположенными в нем по окружным направлениям, представлена 
на рис. 5. Цилиндрическое тело моделировали как сборку кольцевых 
элементов вдоль горизонтального направления (образующей). Кольцевой 
элемент представляет собой кольцо квадратного сечения h h×  из эласто-
мерного материала, включающее волокно круглого сечения диаметром d  
из более жесткого эластомера в качестве его сердцевины. Внутренний 
радиус цилиндра r a= , внешний радиус r a h b� � � .

Исследовали осесимметричное деформирование цилиндра под воздей-
ствием вращательного движения в условиях деформации, когда перемеще-
ния в поперечных по отношению к оси цилиндра граничных поверхностях 
кольцевых элементов имеют место в плоскостях исходного расположения. 
В силу условий симметрии задачу решали для правой половины кольцево-
го элемента, заключенной между поперечными сечениями цилиндра, одно 
из которых проходит через осевую линию волокна кольцевого элемента 
( t = 0 ), а другое — через матрицу посередине между осевыми линиями 
двух волокон в смежных кольцевых элементах ( t h= / 2 ).

Применяли материальные цилиндрические координаты 
  

θ θ θ1 2 3, , , обо-
значаемые как t r, ,ϕ  в отсчетной конфигурации цилиндрического тела 
(осевая, окружная и радиальная координаты соответственно). Осевая ко-
ордината t  отсчитывается от поперечного сечения цилиндра, в котором 
расположена осевая линия волокна кольцевого элемента. Наряду с ради-
альной координатой r  применяли координату z r a� � , отмеряемую от 
внутренней поверхности цилиндра радиусом а. Физические компоненты 
векторных и тензорных величин отмечаем координатными индексами, за-
ключенными в круглые скобки. Величины, относящиеся к матрице и во-
локнам, отмечаем индексом n ; значение n = 0  отвечает матрице, n =1  — 
волокну, также применяем индексы m  и f  соответственно.

h

h/2h/2h d

1

2

3
r, z

t

a

b

Рис. 5. Осевое сечение цилиндрического тела в исходном состоянии: 1 — волокно 
круглого сечения; 2 — кольцевой элемент; 3 — половина кольцевого элемента справа 

от центрального сечения.
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Уравнения математической модели

Исходили из кинематических уравнений нелинейной механики, опре-
деляющих компоненты меры деформации Коши—Грина [23]. Для ком-
понент данного тензора при осесимметричной деформации матрицы и 
волокна в кольцевом элементе цилиндра приходим к выражениям, в со-
ответствии с которыми они определяются как функции осевой и ради-
альной координат t  и r :

	 g
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t

u
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n n
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	 n = 0 1, 	

(компоненты векторных и тензорных величин, равные нулю в условиях сим-
метрии решаемой задачи, не приводим), где λn1 , λn2 , λn3  — кратности 
удлинений по направлениям координатных линий 



θ 1 , 


θ 2 , 


θ 3  ( t , φ , r ) 
соответственно; wn13  — координатный угол между 



θ 1 - и 


θ 3 - координат-
ными линиями. 

В случае сжимаемых материалов матрицы и волокон компоненты 
симметричных тензоров напряжений Пиола—Кирхгофа связаны с ком-
понентами тензоров деформации соотношениями 

	 J W
I

I
gn n ij

n

pp

q p

n ij
� ( )

( )

�
�
�

�
�

��
�2
1

, i j, = 1,…, 3,  n = 0 1,    ( | | )( )
/J gn n ij= 1 2 ,	

(3.2)

где W W I g I g I gn n n ij n ij q n ij= [ ( ), ( ),..., ( )]( ) ( ) ( )1 2  — упругий потенциал мате-
риала матрицы ( n = 0 ) или волокна ( n =1 ), определяемый в зависимости 
от инвариантов I I Iq1 2, ,...,  тензора его деформации; Jn  — кратность 
изменения локального объема компоненты материала. 

Уравнения равновесия МДТТ при больших (конечных) деформациях 
приводят к следующим уравнениям равновесия для связующего и волокна 
при осесимметричной деформации в метрике отсчетной конфигурации:
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	 n = 0 1, .	

Здесь tn ij( )  — физические компоненты несимметричного тензора напря-
жений Пиола для матрицы и волокна, из которых отличные от нуля 
определяются выражениями
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Во втором из уравнений (3.3) при изменении расстояний от материальных 
точек цилиндра до его оси под воздействием вращения радиальная компо-
нента плотности массовых сил равна

	 F r un n( ) ( )( )3 3
2� � � ,  n = 0 1, ,	

где � �� 2 f  — угловая скорость вращения; f  — количество оборотов 
вращения в секунду.

Компоненты J ijσ ( )  симметричного тензора напряжений Пиола—Кирх-
гофа выражены через компоненты pij  векторов напряжений на 



θ i -коор-
динатных поверхностях, отнесенные к нормированному векторному базису 
системы координат в деформированной конфигурации цилиндра, по 
формулам [24]

	 J p� � � � �( ) sin11 1
1
2 3 23 11� � ,  J p� � � � �( ) sin22 2

1
1 3 13 22� � ,	

	 J p� � � � �( ) sin33 3
1
1 2 12 33� � ,  J p� � �( ) sin13 2 23 13� ,	 (3.6)

	 J p� � �( ) sin31 2 12 31�   ( )( )� J� 13 	

(индекс “ n ” принадлежности матрице или волокну опускаем).
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Формулировка краевой задачи и схема ее численного решения 

Геометрические уравнения (3.1), физические (определяющие) уравнения 
(3.2) и уравнения равновесия (3.3) вместе с (3.4), (3.5) являются разреша-
ющими уравнениями краевой задачи для кусочно-однородного цилиндра. 
Компоненты векторов перемещений un( )1 , un( )3  и компоненты тензоров 
напряжений tn( )11 , tn( )13 , tn( )31 , tn( )33  в матрице и волокнах принимали в 
качестве основных величин. Содержащиеся в разрешающих уравнениях 
компоненты тензора меры деформации gn( )11 , gn( )22 , gn( )33 , gn( )13  и ком-
поненту тензора напряжений tn( )22  выражали через основные величины с 
помощью (3.1), (3.2) и (3.5). 

Граничные условия для связующего и волокна цилиндра, при которых 
решали краевую задачу, выражают отсутствие осевых перемещений в по-
верхностях t = 0  и t h= / 2  и поперечных сдвигов из этих поверхностей:

	 un t( ) |1 0 0= = ,  gn t( ) |13 0 0= = ,  un t h( ) /|1 2 0= = ,  gn t h( ) /|13 2 0= = ,	 (4.1)

	 n = 0 1, .	

При свободных от нагрузок внутренней и внешней поверхностях r a=  
и r b=  условия в них приводим к тривиальному виду

	 tm r a( ) |31 0= = ,  tm r a( ) |33 0= = ,	 (4.2)

	 tm r b( ) |31 0= = ,  tm r b( ) |33 0= = ,	

где индексом m  отметили величины в граничных поверхностях как от-
носящиеся к матрице (связующему).

Условия совместного деформирования задавали равенствами компо-
нент векторов перемещений и напряжений для матрицы и волокна между 
собой в границах их раздела

	 u t r u t rm f( ) ( )( , ) ( , )1 1= , u t r u t rm f( ) ( )( , ) ( , )3 3= ,	 (4.3)

	 t t r n t t r n t t r n t t r nm m f f( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( , ) ( , ) ( , )11 1 31 3 11 1 31
   � � � 33 ,	

(4.4)

	 t t r n t t r n t t r n t t r nm m f f( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( , ) ( , ) ( , )13 1 33 3 13 1 33





� � � 33 ,	

	 ( , )t r Amf∈ ,	

где n n 

1 3,  — компоненты вектора ориентации поверхности (контура) Amf  
раздела матрицы с волокном в недеформированном состоянии.

Производные первого порядка от основных величин по осевой и ради-
альной координатам t  и r  аппроксимировали с помощью конечно-раз-
ностных соотношений второго порядка точности по схеме неявных коэф-
фициентов (1.2), (1.5) или из соотношений (1.6), (1.7) в зависимости 
от позиционирования узловых точек.
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Для каждой из внутренних точек конечно-разностной сетки узловых 
точек в поперечном сечении кольцевого элемента формируются разност-
ные аналоги двух уравнений равновесия (3.3) и четырех физических 
уравнений (3.4). Уравнения (3.4) в дискретном виде образуем с исполь-
зованием определяющих соотношений (3.2) и деформационных (3.1). 
В точках граничных поверхностей кольцевого элемента с применением 
(3.1) составляем конечно-разностные аналоги двух соответствующих 
граничных условий из (4.1), (4.2) и четырех физических уравнений (3.4). 

Если узловая точка принадлежит границе раздела составляющих ком-
понентов Amf , то такую точку рассматриваем как сдвоенную, одна из 
сдвоенных точек считается принадлежащей матрице, а другая — волокну. 
На одной стороне поверхности раздела компонентов материала формиру-
ем два уравнения непрерывности перемещений (4.3) и физические урав-
нения для материала в ней (3.4); на другой — два уравнения непрерывно-
сти напряжений (4.4) вместе с физическими уравнениями для материала 
в этой же стороне (3.4). Таким образом, всего составляем по шесть урав-
нений для каждой из совмещенных узловых точек, как и для всех осталь-
ных узловых точек в сечении кольцевого элемента.

Особенностью применяемой схемы численного решения задачи явля-
ется формирование конечно-разностных аналогов уравнений равновесия 
только во внутренних точках областей, занимаемых в теле отдельными 
компонентами (матрицей и волокнами) материала. Тогда как численные 
аналоги физических уравнений формируются во всех узловых точках 
дискретной схемы задачи: во внутренних точках, точках во внешней гра-
ничной поверхности тела и в поверхностях раздела фазовых материалов.

Сформированную систему нелинейных уравнений относительно основ-
ных величин в узловых точках двухмерной области 0 2£ £t h / , a r a h� � �  
решали на основе процедуры дискретного метода Ньютона. Устойчивую 
реализацию краевой задачи обеспечивали продолжением решения по 
угловой скорости вращения цилиндра. В результате решения краевой за-
дачи при задаваемой конечной скорости вращения с привлечением (3.6) 
определяли узловые значения компонент вектора перемещений un i( )  и 
тензора напряжений tn ij( ) , деформаций λni , wnij  и напряжений pnij  для 
матрицы ( n = 0 ) и волокна ( n =1 ). 

Компоненты вектора напряжений на границе раздела матрицы с волок-
ном относительно системы координат в исходном состоянии, отнесенные 
к единице деформированной площади, вычисляли по формулам

	 � ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( / )1 1 11 3 31
1� � �n t n t dA d A 



,	

	 � ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )3 1 13 3 33� �n t n t 

( / )dA d A
 −1 ,	

	 dA d A J g n nij
i j/ ( )( )
( ) ( )

/

 = 1 2 , i j, ,=1 3 	
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(индекс принадлежности компоненте материала для применяемых здесь 
величин опускаем), где n

( )1
, n

( )3
 — отличные от нуля компоненты еди-

ничного вектора внешней нормали поверхности раздела волокна с ма-
трицей в недеформированном состоянии; dA d A/



 — кратность локаль-
ного изменения площади поверхности раздела компонентов в результате 
деформирования; J – кратность локального изменения объема материа-
ла по одну или другую сторону раздела; g ij( )  — компоненты тензора, 
обратного мере деформации Коши—Грина. 

Нормальное и касательное напряжения контактного взаимодействия 
σn  и τn  находили как 

	 � � �n n n� �( ) ( ) ( ) ( )1 1 3 3 ,  � � �n n n� � �( ) ( ) ( ) ( )1 3 3 1 	

(растягивающее напряжение σn  и касательное на стороне волокна τn , 
направленное против часовой стрелки, положительны). Здесь n( )1 , n( )3  — 

отличные от нуля компоненты вектора ориентации n r r= =n ni i m
m

( )
 , 

i m, ,=1 3 , деформированной поверхности раздела относительно системы 
цилиндрических координат в исходной конфигурации; r1 , r3  — базисные 
векторы с осевым и радиальным направлениями, единичной длины и 
ортогональные между собой для используемых координат. Компоненты 
n( )1 , n( )3  вектора ориентации поверхности раздела в деформированном 
состоянии определяли через компоненты n1 , n3  данного вектора относи-
тельно деформированного координатного базиса по формуле

	 n n g
u

i m
mk

k
i i

k( )
( ) ( )� �

�

�

�

�
�

�

�
��

�


,  i m k, , ,=1 3  ( , )
 

� �1 3� �t r .	 (4.5)

Формулы связи между компонентами векторов ориентаций деформиро-
ванной и недеформированной поверхностей в свою очередь имеют вид [23]

	 n g n n nm
jl

j l m�
�

�
�

�

�
�
�

( )
( ) ( ) ( )
  

1

2
,  m j l, , ,=1 3 	 (4.6)

Соотношения (4.5) получили, используя зависимости между взаим-
ными и основными векторами деформированного базиса r rm mkg= ( )

k , 
k m, ,=1 3 , и зависимости между векторами деформированного и исход-
ного базисов r rk � � � �( / )( )� �k

i
i

k
iu

� � , i k, ,=1 3 . Величины n i( )  и nm  опре-
деляем, вычисляя в (4.5) и (4.6) односторонние производные по коорди-
натным переменным t ( )



θ 1  и r ( )


θ 3  из контактной поверхности.

Результаты численного исследования

Результаты численного исследования представляем для тонкостенного 
цилиндра, внутренний радиус которого a =100  мм, толщина стенки h =1  мм, 
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внешний радиус b a h� � �101  мм (см. рис. 5). Волокна в нем кольцевые 
круглого сечения диаметром d f � � �4 0 36 0 677, / ,�  мм. Расстояние 
между осевыми линиями смежных волокон равно толщине стенки цилиндра 
h =1  мм. Коэффициент армирования цилиндра k d hf � �� 2 24 0 36/ / , , 
плотность материалов матрицы и волокон � �m f� � �1 1 103,  кг/м3. Физи-
ческие уравнения для материала матрицы строили, используя потенциал 
Левинсона—Буржеса [4]

	 W E I I Im
m

m
m m�

�
� � � � �

�

�
�
�

�

4 1
3 1 31 2 3

1

( )
( ) ( )( )

�
� � 	

	 � � � � �
�

�

�

�

���

�

�

��� �� �
�

�

����
2 1 2 1 2

4 1

1 2
13 3

2
( )( ) ,� �

�
�m m
m

m
I I 	 (5.1)

где I1 , I2 , I3  — инварианты тензора меры деформации Коши—Лагранжа. 
Параметры Em , νm  характеризуют жесткость и сжимаемость материала; 
βm  — дополнительная константа материала. Для модуля упругости связу-
ющего принимали Em = 4 МПа, параметр сжимаемости νm =0,46, параметр 
βm  считали равным единице. Поведение материала волокон моделировали 
потенциалом Блейтца [4]

	 W
E

I I If
f

f f

f

f
�

�
� �

�
�

�
�

�

�

����

�

�

����4 1
3

2

1 2

4

1 2
11 3 3

( )
( ) ln ( )

� �

�

�
	

с модулем упругости E f = 68 МПа и параметром сжимаемости ν f = 0,40.
Результаты приводим на основе сетки узловых точек 25×25 для целого 

поперечного сечения кольцевого элемента, считая две совмещенные точки 
на контуре раздела матрицы и волокна как одну. 

На рис. 6 для большей наглядности изобразили материальные конфигу-
рации поперечного сечения полного кольцевого элемента, заключенного 
между сечениями цилиндра t = 0  и t h= , в исходном и деформированном 
при � �� �2 130  с–1 состояниях. Визуализацию координатных линий и 
контура сечения волокна производили с помощью интерполяционных 
кубических сплайнов. Ограничивающие поверхности цилиндрического 
тела под воздействием вращения приобретают волнообразную форму 
(гофрируются) с периодом вдоль образующей, равным периоду армирова-
ния h . Стрелы прогибов волнообразования (двойные амплитуды) во вну-
тренней и внешней поверхностях оболочки, определяемые как

	 f u ua t r a t h r a� �� � � �| | | |( ) , ( ) / ,3 0 3 2 ,	

	 f u ub t r b t h r b� �� � � �| | | |( ) , ( ) / ,3 0 3 2 ,	

несущественно различаются между собой. При указанной скорости вра-
щения fa = 0 102,  мм, fb = 0 098,  мм их различие равно 4%. Срединная 
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поверхность z h r a h� � �/ ( / )2 2  в деформированном теле остается прак-
тически цилиндрической. В целом материальная конфигурация цилин-
дрического тела в деформированном состоянии близка к цилиндрически 
симметричной относительно поверхности r a h� � / 2  в силу тонкой 
стенки тела.

Площадь сечения кольцевого элемента, поперечного по отношению к 
его осевой линии, как и поперечного сечения волокна, в достигнутом со-
стоянии становится в 1,5 раза меньше, чем в исходном. В целом объем, 
занимаемый материалом цилиндра, возрастает на 8% по сравнению с ис-
ходным состоянием — как следствие сжимаемости материалов матрицы 
и волокна. Поперечное сечение волокна в деформированном состоянии 
приобретает слабую эллипсоидальность, характеризуемую отношением 
между осями сечения с ориентациями по t - и r -направлениям, равным 
1,06. Данное изменение геометрии при деформировании объясняется сла-
быми удлинением и укорочением по t - и r -направлениям в поперечном 
сечении волокна под воздействием мягкой матрицы.

Были также проведены расчеты цилиндров, армированных волокнами 
квадратного сечения, по методу неявных конечных разностей. Результаты 
совпали с результатами расчетов данных цилиндров по методу конечных 
разностей — в силу вырождения формул (1.2) или (1.5) в формулы МКР с 
определенными коэффициентами (1.8) для производных по соответству-
ющим координатам t  и r  в качестве x .

На рис. 7 приведены исходная и деформированная при � �� �2 130  с–1 

конфигурации кольцевого элемента цилиндра с волокнами квадратного 

б
r, мм

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

165,2

165,0

164,8

164,6

t, ммt, мм

101,0

100,8
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а
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11 22
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t, ммt, мм�0,06

�0,04

Рис. 6. Исходная (a) и деформированная (б) при � �� �2 130 с–1 конфигурации осе-
вого сечения кольцевого элемента цилиндра с волокнами круглого сечения: 1 и 
2 — распределения нормального σn  и касательного τn  напряжений соответствен-
но на левой и правой половинах контура раздела матрицы и волокна; для характер-
ных точек на левой половине контура указаны значения σn , на правой половине 

контура — значения τn .
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сечения � �� � 0,6 ×0,6 мм (площадь поперечного сечения та же, что и 
круглых волокон при одинаковом наполнении k f = 0 36, ). Остальные 
геометрические и физические параметры цилиндра такие же, как у рас-
смотренного с круглыми волокнами. Отметим несколько большие ам-
плитуды волнообразования во внутренней и внешней поверхностях, 
когда fa = 0 106,  мм, fb = 0 103,  мм. При этом в деформированном состо-
янии площади поперечного сечения кольцевого элемента и волокна в 
нем практически такие же, как для цилиндра с круглыми волокнами.

Вместе с изображениями недеформированных конфигураций кольцевых 
элементов с круглым и квадратным волокнами (рис. 6—а и 7—а) предста-
вили графики распределения нормального σn  и касательного τn  напря-
жений на поверхности раздела волокна с матрицей со стороны волокна. 
Кривые строили, откладывая на нормалях к разделяющим контурам вели-
чины соответствующих напряжений. График нормального напряжения σn  
построили на границе раздела для левой половины волокна, а касательно-
го напряжения τn  — на границе раздела для правой половины волокна. 

Отметим малые напряжения обжатия на поверхности круглого волокна 
и растяжения на поверхности квадратного волокна в достаточно узких 
окрестностях центрального сечения t = 0  по сравнению с растягивающи-
ми напряжениями на поверхностях волокон в окрестностях их срединных 
окружностей t d= / 2 , z h= / 2  и t � � / 2 , z h= / 2 . Значения растягиваю-
щих напряжений на этих окружностях оказываются близки: � � 2 07,  и 
2,00 МПа для волокон круглого и квадратного сечений соответственно. 
Результаты в случае волокон квадратного сечения для его угловых точек 
(окружных линий) являются формальными в силу их особого (нерегуляр-
ного) характера [25]. С увеличением степени дискретизации напряжения 
в этих точках сильно возрастают, а окрестности этих точек сильно умень-
шаются. Поэтому при подходе к данным точкам приводимые кривые на-
пряжений обрываем.
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Рис. 7. То же для кольцевого элемента цилиндра с волокнами квадратного сечения. 
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На рис. 8 показаны зависимости кратности изменения диаметральных 
размеров d d/ 0  цилиндрических тел с волокнами круглого и квадратного 
сечений от угловой скорости вращения w . В данной зависимости d b0 2=  
и d d ub� �0 2  — диаметры цилиндра в исходном и деформированном 
состояниях; u ub t z h= = =( ) ,|3 0  — перемещение в радиальном направлении 
точек внешней поверхности цилиндра по месту сечения t = 0 . Обе кривые 
совпадают в пределах погрешности их графического представления на 
задаваемом интервале изменения скорости вращения. Исключением явля-
ется малая окрестность значения � �� �2 140 с–1, близкого к предельному 
значению скорости вращения, на которой диаметр цилиндра с квадратны-
ми волокнами заметно больше, чем с круглыми волокнами.

В табл. 1 приведены значения радиальных перемещений u t z( ) ,|3 0 0= =  
и u t z h( ) ,|3 0= =  внутренней и внешней поверхностей цилиндров с волокна-
ми круглого и квадратного сечений при разной скорости вращения. В 
диапазоне 0 2 115� �� �/ с–1 значения u( )3  цилиндра с круглыми волокна-
ми незначительно превосходят соответствующие перемещения цилиндра 
с квадратными волокнами, различия изменяются примерно от 1% при 
малых скоростях вращения до 0 при � �/ 2 115� с–1. При � �/ 2 115� с–1 
перемещения цилиндра с квадратными волокнами становятся большими, 
чем с круглыми волокнами. При этом существенные различия достигают-
ся лишь вблизи предельной скорости вращения, практически одинаковой 
для обоих цилиндров. На это влияет неодинаковое распределение арми-
рующего материала в цилиндрах с волокнами с разной формой попереч-
ного сечения.

Аналитическое решение в конечных формулах исходной задачи и даже 
предельной при волокнах из связующего материала, которая остаётся 
геометрически и физически нелинейной, не представляется возможным. 
Чтобы убедиться в достоверности реализации предельной задачи, наряду с 
ней решили соответствующую задачу по соотношениям линейной теории 

0 20 40 60 80 100 120 140
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Рис. 8. Зависимость кратности изменения диаметров цилиндров с волокнами кру-
глого (1) и квадратного (2) сечений от скорости вращения � �/ 2 ; “×” — конечная 

точка кривой зависимости для цилиндра с круглыми волокнами.
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упругости, формально — в двухмерной постановке с дискретизациями в 
случае цилиндров с волокнами квадратного и круглого сечений. Переме-
щения на основе данных дискретизаций совпали между собой, а также с 
результатами точного аналитического решения по конечным формулам 
из [26], до пятой значащей цифры включительно. Результаты решения 
предельной задачи в нелинейной постановке продемонстрировали высо-
кую сходимость к точному решению соответствующей линейной задачи с 
уменьшением скорости вращения цилиндрического тела.

Решили также задачу для толстостенного цилиндра из изотропного 
материала в нелинейной и линейной одномерных постановках, результаты 
по которым сопоставили с результатами аналитического решения. Вну-
тренний и внешний радиусы цилиндра a = 100 мм, b = 200 мм. Материал 
цилиндра такой, как связующее в армированных волокнами цилиндрах, 
граничные условия аналогичны. Численные решения выполняли на базе 
узловых точек с равномерным и неравномерным расположением по ради-
альной координате (рис. 9). Неравномерное расположение точек получали 
исходя из равномерного смещением точек с четными номерами относи-
тельно точек с нечетными номерами при неизменяемом положении по-
следних. В случае аппроксимации второго порядка (по трём точкам) 
результаты расчётов практически не зависели от взаимного расположения 
точек, хотя соседние промежутки между ними могли различаться в 
десятки раз. Но при некотором дальнейшем сближении чётных точек с 
нечетными практически скачкообразно происходила потеря устойчивости 
расчёта. Результаты расчётов получались с высокой точностью при срав-
нительно небольшом количестве узловых точек.

Качественно иная картина — при линейной (по двум точкам) аппрок-
симации. Количество узловых точек при их равномерном расположении 
потребовалось на порядок больше, чем в случае аппроксимации второго 
порядка, для достижения одинаковой с ней погрешности в пределах 1% по 
отношению к точным результатам. При сближении положений четных то-
чек с нечетными устойчивость расчёта сохраняется. Точность результатов 
решения задачи снижается с уменьшением расстояния между сближаемы-

Табл. 1
Значения перемещения внутренней и внешней поверхностей цилиндров с 

круглыми (числитель) и квадратными (знаменатель) волокнами

w/2p 20 40 100 120 130 135 140

u t z( ) ,|3 0 0= = , мм 0 6271

0 6208

,

,

2 6052

2 5790

,

,

22 915

22 743

,

,

43 582

43 664

,

,

64 431

65 663

,

,

81 984

85 424

,

,

110 78

122 79

,

,

Разность, % 1,00 1,01 0,75 –0,19 –1,91 –4,20 –10,8

u t z h( ) ,|3 0= = , мм 0 6235

0 6171

,

,

2 5905

2 5641

,

,

22 802

22 628

,

,

43 391

43 468

,

,

64 180

65 401

,

,

81 690

85 114

,

,

110 43

122 40

,

,

Разность, % 1,03 1,02 0,76 –0,18 –1,90 –4,19 –10,8
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ми точками. Стремится к той точности, которая достигается при меньшем 
в два раза количестве одинаковых промежутков между узловыми точками, 
получаемых при изъятии точек с четными номерами.

В табл. 2 приведены значения радиального перемещения ua  внутренней 
поверхности цилиндра, найденные при � �� �2 10 с–1 из решения краевой 
задачи в линейной постановке. Аппроксимации первого и второго поряд-
ков выполняли с использованием равномерного расположения узловых 
точек h h h1 2= =  и неравномерного, когда соседние промежутки между 
точками были равны h h1 0 2= , , h h2 1 8= , . В круглых скобках — различие 
значений перемещения из численного решения задачи и перемещения 
ua = 3,394251, найденного по формулам точного решения (точное зна-
чение перемещения внешней поверхности ub = 1,939572). Изменение 
этих различий с переходом от одной плотности расположения узлов к 
другой достаточно чётко отражает линейную и квадратичную сходимость 
для применяемых аппроксимаций. Такая же точность результатов до-
стигается по всем величинам деформированного состояния во всех уз-
ловых точках по толщине стенки цилиндра.

В табл. 3 представлены значения радиального перемещения внутренней 
и внешней поверхностей цилиндра при разной скорости вращения из чис-
ленного решения краевой задачи в нелинейной и линейной постановках и 
точного решения линейной задачи. Численные решения задачи были вы-
полнены на базе аппроксимации второго порядка при общем количестве 
точек дискретизации N =161 . Данные представлены для равномерного по 
толщине цилиндра расположения узловых точек, поскольку неравномер-
ность расположения, особенно при таком их количестве, практически не 
сказывается. При больших перемещениях численное и аналитическое реше-
ния линейной задачи имеют, разумеется, формальный характер. Из решения 
нелинейной задачи нашли угловую скорость вращения � �� �2 37 с–1 как 

1 2 3

а

4 5 N
r

h ha

b

б

h1 h2

1 2 3 4 5 N
r

b

a

Рис. 9. Равномерное (а) и неравномерное (б) расположение узловых точек по ради-
альной координате для изотропного цилиндра: a = 100 мм, b = 200 мм; N  — общее 

нечетное количество узловых точек; h h h1 2 2� � .
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близкую к предельной, при которой в условиях отсутствия разрушения 
конфигурация цилиндра неограниченно развивается. Приведенные резуль-

Табл. 2
Значения перемещения внутренней поверхности изотропного цилиндра 
( a = 100 мм, b = 200 мм) при � �� �2 10 с–1 из решений краевой задачи 

в линейной постановке

N
Аппроксимация первого порядка Аппроксимация второго порядка

h1 = h2 = h h1 = 0,2h  
h2 = 1,8h h1 = h2 = h h1 = 0,2h  

h2 = 1,8h
11 3,835521

(13,0005%)
4,117346

(21,3035%)
3,427536
(0,9806%)

3,428572
(1,0112%)

21 3,609545
(6,3429%)

3,747731
(10,4141%)

3,402725
(0,2497%)

3,403911
(0,2846%)

41 3,500575
(3,1325%)

3,568789
(5,1422%)

3,396381
(0,0628%)

3,396773
(0,0743%)

81 3,447084
(1,5565%)

3,480947
(2,5542%)

3,394784
(0,0157%)

3,394893
(0,0189%)

161 3,420585
(0,7758%)

3,437453
(1,2728%)

3,394384
(0,0039%)

3,394413
(0,0048%)

Табл. 3
Значения перемещения внутренней (числитель) и внешней (знаменатель) 

поверхностей изотропного цилиндра ( a = 100 мм, b = 200 мм) 
под воздействием вращения из решений краевой задачи в нелинейной 

и линейной постановках и точного решения линейной задачи

�
�2
, с–1 Нелинейная теория 

упругости
Линейная теория 

упругости
Точное решение по линейной 

теории упругости

2,5 0 21274

0 12161

,

,

0 21215

0 12123

,

,

0 21214

0 12122

,

,

5 0 85807

0 49109

,

,

0 84860

0 48492

,

,

0 84856

0 48489

,

,

10 3 55213

2 04292

,

,

3 39438

1 93967

,

,

3 39425

1 93957

,

,

20 16 6025

9 78121

,

,

13 5775

7 75868

,

,

13 5770

7 75829

,

,

30 54 3049

34 2008

,

,

30 5495

17 4570

,

,

30 5483

17 4562

,

,

35 118 090

81 4048

,

,

41 5812

23 7610

,

,

41 5796

23 7598

,

,

37 220 022

166 709

,

,

46 4691

26 5541

,

,

46 4673

26 5527

,

,
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таты отражают характер сходимости результатов нелинейного решения 
задачи к линейному с уменьшением скорости вращения цилиндра.

Заключение 

Изложен метод неявных конечных разностей (МНКР), который удобно 
использовать при нерегулярном расположении узловых точек дискрет-
ной схемы тела в задаче о его деформировании. Данный метод можно 
использовать при исследовании тел с неправильной конфигурацией и 
неправильными формами включений. Применяемый метод позволяет 
исходя из формулировки краевой задачи в перемещениях и напряжениях 
как независимых между собой основных величин разрешающей системы 
уравнений определять напряжения с более высокой точностью, чем МКЭ 
в форме метода перемещений. Отметим и более простую реализацию про-
блематики, особенно нелинейной, с помощью МНКР, чем в случае МКЭ 
на базе вариационной формулировки, использующей кусочную аппрок-
симацию искомых функций. (Разумеется, если задача решается на основе 
экстремальной формулировки, предполагающей прямую оптимизацию 
функционала состояния, то конечно-элементная аппроксимация альтер-
нативы по схеме конечных разностей не имеет.)

Получение на основе изложенного подхода результатов высокой точно-
сти продемонстрировали на примерах исследования вращающихся цилин-
дров с волокнами круглого и квадратного сечений. Поведение цилиндров 
с разными волокнами при одинаковом наполнении заметно различается 
лишь при приближении скорости вращения к предельной, когда сказы-
вается неодинаковое распределение материала волокон в цилиндрах при 
разной форме их поперечных сечений. Достоверность компьютерной ре-
ализации непосредственно подтверждается результатами решения задачи 
для цилиндра, армированного квадратными волокнами, методом конечных 
разностей с определенными коэффициентами. 

Возможности подхода были также проиллюстрированы результатами 
решения краевой задачи в нелинейной и линейной постановках для вра-
щающегося толстостенного цилиндра из изотропного материала. Краевую 
задачу решали с применением аппроксимации первого и второго порядков 
для основных величин на базе равномерного и неравномерного распреде-
ления узловых точек по толщине стенки цилиндра. Результаты численных 
реализаций сопоставили с результатами аналитического решения линейной 
задачи в конечных формулах. Выявили высокую точность решения задачи 
в случае квадратичной аппроксимации при достаточно неплотной сетке 
узловых точек, которая практически не зависела от их неравномерного 
расположения.
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