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The effective elastic moduli of a 3D composite with uniformly distri
buted short fibers under sliding contact conditions at interfaces are 
determined by means of the Mori—Tanaka averaging scheme modified 
for the case of discontinuous displacements case and the numerical 
boundary element method. Both ordered unidirectional and randomly 
oriented fillers are considered. The influence of various constituent 
material combination, fiber length, and fiber volume fraction on the 
effective elastic properties of the composite is investigated. The elastic 
moduli of composites with sliding and perfect contacts at interfaces 
are compared. The numerical results showed both decreasing and 
increasing individual effective elastic moduli owing to the nonideal 
contact between composite components.
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Посредством модифицированной на случай разрывных переме
щений схемы усреднения Мори—Танака и численного метода 
граничных элементов определены эффективные модули упру
гости трехмерного композита с равномерно распределенными 
короткими волокнами при условии скользящего контакта на 
межфазных поверхностях. Рассмотрены варианты как упоря
доченных однонаправленных, так и случайно ориентированных 
наполнителей. Исследовано влияние на эффективные упругие 
свойства композита комбинации материалов составляющих 
компонентов, а также длины и объемной фракции волокон. 
Проведено сравнение эффективных модулей упругости компо
зитов со скольжением и идеальным контактом на межфазных 
поверхностях. Численными результатами зафиксировано как 
уменьшение, так и увеличение отдельных эффективных модулей 
упругости за счет неидеального контакта компонентов композита. 

Введение

Наряду с материалом и объемной долей включений форма и качество 
межфазных поверхностей либо условия контакта с окружающей средой 
относятся к ключевым факторам, определяющим механические свойства 
матричных композитов. В этой связи важным является рассмотрение трех-
мерных структур, образованных внедрением в упругий матричный материал 
коротких упругих волокон. Такой класс композитов обеспечивает особые 
жесткостные и деформационные характеристики, а также при упорядочении 
волокон обладает управляемой анизотропией, что нашло значительное при-
менение в инженерной практике [1—3]. С целью аналитического решения 
соответствующих задач микромеханики, как правило, исходят из рассмотрения 
композитов с волокнами в виде вытянутых сфероидальных включений [4—8]. 
Вовлечение в анализ конечных цилиндрических волокон требует специаль-
ных подходов к исследованию, базирующихся на применении численных 
методов расчета, в частности методов конечных и граничных элементов.

В большинстве работ численного определения локальных и эффективных 
упругих свойств коротковолокнистых композитов предполагается идеальное 
соединение компонент, описывающееся непрерывностью векторов переме-
щений и усилий на межфазных поверхностях [9—15]. Однако во многих 
случаях необходимо предусматривать возможность разрывов этих величин 
для моделирования межфазных повреждений и поверхностных эффектов 
разного физического происхождения (например, вследствие трещинообра-
зования, частичной потери адгезионных связей, разрыхления в зоне сцепле-
ния материалов, поверхностного натяжения и собственной поверхностной 
упругости). Межфазные особенности влияют не только на микроразрушение 
композита, но и на его упругие макрохарактеристики [16—21]. К одной из 
разновидностей неклассических межфазных условий с присутствием скач-
ков перемещений принадлежит скользящий контакт, характеризующийся 
отсутствием на межфазных поверхностях касательных напряжений либо 
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их пропорциональной зависимостью от нормальных напряжений для учета 
трения. В такой постановке рассмотрены трехмерные задачи определения 
напряженного состояния матрицы с одиночным включением при скольжении 
на межфазной поверхности [22—26]. Для композитов с распределенными 
упругими включениями и указанным типом контактных условий эффектив-
ные модули упругости получены аналитически методами Мори—Танака и 
самосогласования для случая сферических наполнителей [27, 28]. 

Следует отметить, что численный метод граничных элементов хорошо 
приспособлен к микромеханическому анализу композитов с включениями 
общей формы и разрывами перемещений на межфазных поверхностях. 
Это обосновывается возможностью неявного учета условий неидеаль-
ного контакта компонент в результирующих граничных интегральных 
уравнениях на стадии решения задачи для репрезентативного объемного 
элемента структуры, а также непосредственным вхождением гранично- 
элементных решений в формулы расчета эффективных модулей упругости 
композита по схеме Мори—Танака. Указанная стратегия использована в 
данной статье для исследования влияния скользящего межфазного кон-
такта на эффективные упругие свойства композита с однонаправленными 
и случайно ориентированными короткими цилиндрическими волокнами.

 1. Сочетание методов гомогенизации и граничных элементов 
при микромеханическом анализе эффективных упругих свойств 

композита

Рассмотрим трехмерный линейно-упругий двухфазный композит, состо-
ящий из изотропной матрицы и случайно расположенных в ней с однород-
ным распределением и объемной концентрацией f  одинаковых непересе-
кающихся изотропных коротких цилиндрических волокон с закругленными 
концами. Ориентация волокон предполагается либо упорядоченной вдоль 
параллельных линий, либо хаотической (рис. 1). Геометрическая форма 

x1

x3

x2

Рис. 1. Схемы ориентации однородно распределенных коротких волокон в компози-
те: слева — упорядоченная вдоль оси O x3 , справа — случайная.
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каждого волокна определяетется его общей длиной 2H , длиной цилиндри-
ческой части 2L , а также радиусом R  поперечного сечения его цилиндри-
ческой части и скругления на концах, чем обеспечивается гладкость меж-
фазных поверхностей (тогда L H R� � , а частный случай сферических 
включений достигается при H R= , рис. 2). Механические свойства ком-
позита задаются модулями Юнга E i� �  и коэффициентами Пуассона � i� �  
его компонентов ( i  = 1, 2; здесь и далее все величины, относящиеся к 
матрице, обозначаем верхним индексом (1), а к включениям — индексом 
(2).

На поверхностях раздела матрицы и волокон имеют место условия сколь-
зящего механического контакта, описываемого равенством нормальных пе-
ремещений un

k� �  и усилий tn
k� � , а также характеризуемого отсутствием каса-

тельных усилий t tr
k k� � � �, �  при подходе к этим поверхностям со стороны 

матрицы ( k =1 ) и наполнителя ( k = 2 ). Иными словами, на межфазной по-
верхности S  для каждого отдельного волокна должны выполняться следу-
ющие равенства относительно граничных значений перемещений и усилий:

 u u un n n
1 2� � � �� � � � � � � �x x x , 

 t t tn n n
1 2� � � �� � � � � � � �x x x , 

(1.1)
 t tr r

1 2
0

� � � �� � � � � �x x , 

 t t� �
1 2

0
� � � �� � � � � �x x , x∈S . 

Здесь n n n n1 2 3, ,� � , r r r r1 2 3, ,� �  и �� � � �1 2 3, ,� �  — нормальный со стороны 
волокна и касательные к поверхности S  ортогональные векторы единичной 
длины соответственно. 

x1 x2

x3
R

L
H

S

n

rr

��

Рис. 2. Геометрия волокна и сетка граничных элементов на его поверхности.
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Следует отметить, что вследствие условий неидеального контакта (1.1) 
деформирование композита сопровождается скачками касательных пере-
мещений на межфазных поверхностях. Для учета этого обстоятельства с 
микромеханической точки зрения предложено использовать гомогенизацию 
композита, снабдив его эффективными свойствами на основании обобще-
ния на случай разрывных полей перемещений схемы усреднения Мори—
Танака [29]. Она предусматривает введение для композита репрезентатив-
ного объемного элемента (РОЭ) с объемом V  и границей ∂V , который 
содержит матричную фазу V ( )1  и описанное одиночное короткое волокно 
с объемом V ( )2  (тогда f V V f V V� � �( ) ( )

,
2 1

1 ). Также принимается есте-
ственное для “внешнего наблюдателя” описание поведения РОЭ как це-
лостной среды с соответствующей формулировкой для усредненных по 
объему РОЭ тензоров деформаций εij  и напряжений σ ij  через поверх-
ностные интегралы [30]:

  � � �� �
�
� ��ij i j j i
VV
u N u N dA1

2
, 

  � �
�
� �� �ij ik k j
VV

N x dA1 .  

(1.2)

Здесь и далее индексы принимают значения от 1 к 3, оговаривается также 
“немое” суммирование по повторяющимся индексам; ui  и σ ik  — компонен-
ты перемещений и напряжений; Ni  — компоненты внешней к поверхности 
∂V  единичной нормали; dA  — площадь элемента поверхности ∂V , по 
которой ведется интегрирование.

В предположении этих зависимостей при непрерывности усилий и нали-
чии скачков перемещений на поверхности S  раздела фаз в РОЭ получим

 εε εε εε εε σσ σσ σσ� � � � � � �� � � � � � � � � �
( ) , ( )1 1

1 2 12 1 2f f f f f , (1.3)

где классические фазовые усреднения запишем в виде [30]

  1 1

1 1

1 11

2

1

2

� � � �

�

� � � �� � �� � � �
�

� ��ij i j j i
V

i j j i
V

u N u N dA
V

u n u n
( ) ( ) ��

��
�

�
��� � dS

S
,  

  2 2

2

2 21

2

� � � � � � � �� � �
�

�
��

�

�
��� ��ij i j j i

SV
u n u n dS

( )
, 

(1.4)
  1 1

1 1

11 1� � � �

�

� �� � �� � � �� �ij ik k j
V

i j
SV

N x dA
V

t x dS
( ) ( )

, 

  2 2

2

21� � � � � �� � � �� ij i j
SV
t x dS

( )
. 
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Дополнительный член в усреднении деформаций отличает формулы (1.3) 
от аналогичных зависимостей для случая идеального межфазного контакта 
и отображает вклад скачков контактных перемещений, а именно:

  12 12

2

2 1 2 11

2

� � � � � � � � � � � �� � �
�

�
��

�

�
�� � �

�

�
��

�
�ij i i j j jV

u u n u u
( ) ��

��
�

�
���

�

�
���  n dSi

S
. (1.5)

Следует иметь в виду, что в соотношениях (1.4) и (1.5) ti
k� � , 

u ii
k� � �( , , )1 2 3  — межфазные значения компонент усилий и перемещений 

на поверхности S  со стороны матрицы k �� �1  и со стороны включения 
k �� �2 , которые связаны с соответствующими компонентами (1.1) извест-

ными формулами перехода от глобальной к локальной системе координат.
Из зависимостей (1.2) следует также, что при условии задания на гра-

нице РОЭ ∂V  постоянного поля деформаций 0 = const , вызванного ли-
нейным распределением перемещений u xi ij j� � 0 , усредненные деформации 
будут равны  = 0  или � �ij ij� 0 . В этом случае внешнего воздействия 
введем также два тензора концентраций деформаций либо матрицы влияния 
для волокна A 2� �  и межфазной поверхности A 12� �  соотношениями

      ( ) ( )
: : , : :

2 2 2

0

12 12 12

0� � � �� � � � � � � �A A A A . (1.6)

Их компоненты определяем из набора решений краевых задач теории 
упругости для РОЭ при поочередном задании на его границе ненулевых 
составляющих тензора 0 ; ввиду соотношений (1.4) и (1.5) они выраже-
ны через перемещения на межфазной поверхности S  интегралами

 A
V

u n u n dSijml i
ml

j j
ml

i
S

2

2

2 21

2

� � � � � �� �
�

�
��

�

�
��� �

( )
, 

(1.7)

 A A
V

u n u n dSijml ijml i
ml

j j
ml

i
S

12 2

2

1 11

2

� � � � � � � �� � �
�

�
��

�

�
��� �

( )
, 

где ui
k ml� �  — i-я компонента вектора перемещений на межфазной поверх-

ности со стороны матрицы ( k = 1) и волокна ( k = 2) в результате дефор-
мации εml

0  на границе ∂V .
Для усреднения упругих свойств РОЭ запишем второе уравнение (1.3) 

в терминах искомого эффективного тензора упругости C*  и заданных 
тензоров упругости матрицы C( )1  и волокна C( )2  с учетом первого соот-
ношения (1.3) в виде

 C C C C C* ( ) ( ) ( ) ( )
: : : :�� �� �� ��� � �� � ��

��
�
��

� � � �1 2 1 2 1 12f . (1.8)

Обобщение на случай разрывных перемещений схемы Мори—Танака для 
определения эффективного тензора упругости C*  базируется на учете вза-
имодействия волокон рассмотрением на границе ∂V  постоянной дефор-
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мации, равной средней деформации в матричной фазе  ( )1 . Тогда ввиду 
представлений (1.6) и (1.3) имеют место соотношения  ( ) ( )

: ,
2 2 1� � �A  

 ( ) ( )
:

12 12 1� � �A , �� �� ��
��

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ,

1 2 12
1� � � ��

�
�
�f fI A A
�

 где I  — 
единичный тензор, отрицательный единичный показатель обозначает обрат-
ный тензор. Подставив их в формулу (1.8), окончательно имеем

 C C C C A C A I A A* ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (
: : : ( ) (� � �� � ��

��
�
��

� � �1

2 1 2 1 12 2 1
1f f f 22)

)�
�

�
�
���

. 

(1.9)
Здесь классический случай композита с идеальным соединением компонен-
тов достигается при нулевом тензоре A( )12 .

Таким образом, задача определения эффективных модулей упругости 
армированного короткими волокнами композита сводится на основании 
формулы (1.9) к отысканию тензоров концентрации деформаций A 2� �  и 
A 12� �  для РОЭ. Следует отметить, что при использовании схемы гомоге-
низации Мори—Танака наиболее удобным для получения этих тензоров 
является выбор РОЭ в виде бесконечной матрицы с одиночным волокном 
рассмотренной конфигурации. Тогда случай композита с однонаправлен-
ными волокнами (слева на рис. 1) как макроскопически трансверсально- 
изотропной среды получим посредством тензоров A 2� �  и A 12� � , компонен-
ты которых определяем из шести вариантов однородной деформации 
растяжения и сдвига на бесконечности в продольном и поперечном отно-
сительно оси волокна направлениях. Такой композит характеризуется пятью 
независимыми эффективными модулями упругости C C C C C11 12 13 33 44

* * * * *
, , , , . 

С их помощью так называемые технические модули упругости, а именно: 
эффективные продольный (вдоль волокон) E33

*  и поперечный (в перпенди-
кулярном к волокнам направлении) E11

*  модули Юнга, соответствующие 
модули сдвига в осевом G13

*  и поперечном G12
*  направлениях, а также ко-

эффициент Пуассона ν13
*  при осевом нагружении, определяем по формулам

 E C
C

C C
33 33

13

2

11 12

2
* *

*

* *
� �

� �
�

, E
C C C C C C C

C C
11

11 12 11 33 12 33 13

2

11 3

2

*

* * * * * * *

*

�
�� � � � � ��

�
���

�

�
���

33 13

2
* *� � �C

, 

 G C13 44

* *= , G C C
12

11 12

2

*
* *

�
� , �13 13

11 12

*
*

* *
�

�

C
C C

. 

(1.10)

Дальнейший переход к композиту со случайно ориентированными в про-
странстве короткими волокнами (справа на рис. 1) как макроскопически 
изотропного материала достигается дополнительным усреднением этого 
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тензора по всевозможным направлениям либо пространственным углам 
Эйлера [31]. С учетом осевой симметрии РОЭ соответствующее усреднение 
удается выполнить в замкнутой форме [5] с получением аналитических зна-
чений для эффективных модуля Юнга E*  и коэффициента Пуассона ν *

 E
C C C C C C C C C

*

* * * * * * * * *

�
� � �� � � � � ��2 2 4 7 5 4 2 1211 12 13 33 11 12 13 33 44 ��

� � � �� �3 9 5 12 4 411 12 13 33 44C C C C C* * * * *
, 

 � *
* * * * *

* * * *
�

� � � �

� � � �

C C C C C
C C C C C
11 12 13 33 44

11 12 13 33 4

5 8 4

9 5 12 4 4 44

*
. 

(1.11)

Вследствие бесконечности матрицы рассматриваемого РОЭ, а также непо-
средственной зависимости (1.7) искомых компонент тензоров концентрации 
деформаций A 2� �  и A 12� �  от граничных значений перемещений на присут-
ствующей межфазной поверхности для его анализа целесообразно исполь-
зовать метод граничных элементов. Тогда гранично-интегральная форму-
лировка соответствующих задач для введенного РОЭ осуществляется 
переходом к межфазной поверхности S  в интегральных представлениях 
компонент перемещений в матрице и волокне [26]. В результате этого с 
учетом задания однородной деформации 0 = const  на бесконечности при-
дем к следующей системе шести граничных интегральных уравнений от-
носительно граничных величин ti

k� � , u k ii
k� � � �( , , , , )1 2 1 2 3 :

 u T u u d Si ij j i
S

1 1 1 1� � � � � � � �� � � � � � � � � ��

�
��

�

�
�� �� �x x y y x y,  

 � � � � � �� �� � U t d S xij j
S

ij j
1 1 0x y y y,

( ) � , 

 T u u d S U tij j i
S

ij j
2 2 2 2 2� � � � � � � �� � � � � � ��

�
��

�

�
�� � � �� � x y y x x yy, ,

( )) y y� � �� � d S
S

0 , 
(1.12)

 x∈S ,  i =1 3, , 

где Uij
k� �  и Tij

k� �  — известные фундаментальные решения статических 
трехмерных задач теории упругости [26] для среды с механическими 
характеристиками матрицы ( )k =1  и волокна ( )k = 2 , причем интегралы с 
сингулярными в точке источника x y=  ядрами Tij

k� �  записаны в приспо-
собленной к численному определению регулярной форме.

Замыкание системы ГИУ (1.12) обеспечивается удовлетворением в них 
граничных условий скользящего контакта (1.1). Для этого следующую из 
условий (1.1) непрерывность межфазных усилий можно записать через их 
связь t t t ni i n i

( ) ( )1 2= =  с нормальным усилием tn  на межфазной поверхности. 
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Результатом условий (1.1) являются зависимости скачков межфазных пе-
ремещений �u u ui i i� �( ) ( )1 2  от соответствующих скачков тангенциальных 
перемещений на межфазной поверхности в виде � � �u r u ui i r i� �� � . Под-
ставляя эти соотношения в равенства (1.12), получим неявно учитывающую 
условия (1.1) замкнутую систему ГИУ для определения шести неизвестных 
функций u ii

2
1 3

� � �( , ) , tn ,� �u ur , � :

 u r u u T u ui i r i ij j j
2 1 2 2� � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � � � �x x x x x x y y� �� � , xx y� ��

�
��

�

�
�� �� � dS

S
 

 � � � � � � � � � � � ��
��

�
��� �� �� � T r u r uij j r j r

S

1 x y y y x x, � �  

 � � � � � � � � � ��
��

�
�� � �� �� �j ju u dSy y x x y� �  

 � � � � � � � �� �� � U n t dS xij j n
S

ij j
1 0x y y y y, � , (1.13)

 T u u d Sij j i
S

2 2 2� � � � � �� � � � � � ��
��

�
��

��� x y y x y,  

 � � � � � � � �� �� � U n t d Sij j n
S

2
0x y y y y, , 

 i =1 3, ,  x∈S . 

Следует отметить, что присутствие межфазных перемещений в качестве 
решений результирующей системы ГИУ (1.13) позволяет применять их 
непосредственно в формулах (1.7) для описания матриц влияния в схеме 
гомогенизации композита.

Процедура численного решения ГИУ (1.13) предусматривает покрытие 
межфазной поверхности S  компактной сеткой четырехугольных восьмиуз-
ловых и треугольных шестиузловых граничных элементов, как показано 
на рис. 2. Для учета топологии поверхности интегрирования, состоящей 
из цилиндрической и сферических частей, и аппроксимации неизвестных 
функций ГИУ использовали квадратичные и линейные функции формы 
соответственно (их детальное описание приведено в работе [26]). Дискрет-
ный аналог задачи в виде системы линейных алгебраических уравнений 
получен колокационным удовлетворением ГИУ в узловых точках введен-
ной сетки граничных элементов с использованием интерполяционных 
формул Гаусса для численного определения входящих двухмерных инте-
гралов, пространственная область интегрирования которых предваритель-
но отображена на плоскую. Аналогичный алгоритм применяли для вычис-
ления пространственных интегралов (1.7).

Таким образом, анализ эффективных свойств коротковолокнистого 
композита сводится к реализации нескольких последовательных этапов, 
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а именно: определения из ГИУ (1.13) функций поверхностных перемеще-
ний матрицы и волокна, подстановки этих решений в соотношения (1.7), 
а затем использования выражений (1.10) для случая однонаправленных 
волокон и (1.11) — для случайно ориентированных волокон.

 2. Численные результаты и их обсуждение

Верификация предложенного аналитико-численного подхода и оценка 
точности расчетов проведены сравнением численных результатов с извест-
ными в литературе аналитическими решениями для композитных матери-
алов со стохастически распределенными сферическими абсолютно жест-
кими [27] и упругими [28] включениями при условии их скользящего 
контакта с матрицей (рис. 3). Результатом гомогенизации таких материалов 
является макроскопически изотропная среда. Для соответствия с входными 
параметрами указанных работ в случае абсолютно жестких включений 

принимали � ( ) , ,
1 2 1

0 3� � �� � � �E E  (тогда коэффициент Пуассона вклю-
чений � 2� �  не влияет на поведение решений), а в случае упругих включе-
ний — � ( ) ,

1
0 3� , � ( ) ,

2
0 2� , E E2 1

20
� � � � � .  Из данных рисунка следует, 

что численные (сплошные линии) и аналитические (маркированные тре-
угольниками для случая жестких включений [27] и квадратиками для 
случая упругих включений [28]) значения эффективного модуля Юнга 
композита для всего диапазона концентрации включений, ограниченного 
условием непересечения наполнителей, хорошо согласуются. 

Для дополнительной проверки точности расчетов с наполнителем в 
виде однонаправленных коротких волокон использовали приведенные 
в [15] аналитические данные на основании так называемой соединительной 
модели (“bridging model”) и численные данные конечно-элементного ана-
лиза эффективных свойств композита как гомогенизированной трансвер-

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

2,1

1,9

1,7

1,5

1,3

1,1

0,9

E E
* (1)
/

1

2

f

Рис. 3. Зависимость эффективного модуля Юнга композита от объемной доли сфе-
рических включений при скольжении на межфазных поверхностях: 1 — абсолютно 

жесткие включения; 2 — упругие включения.
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сально-изотропной среды. В этих примерах рассмотрены периодически 
распределенные стеклянные волокна ( E 2

74
� � �  ГПа, � ( ) , , ,

2
0 2 0 2� �f ), 

которые идеально контактируют с эпоксидным матричным материалом 
( E 1

3 35
� � � ,  ГПа, � ( ) ,

1
0 35� ). Сравнение результатов (табл. 1) для разной 

относительной длины волокон H R/ , полученных этими подходами и 
предлагаемым методом граничных элементов, свидетельствует об удов-
летворительной точности расчетов. Незначительное различие значений 
эффективных модулей упругости объясняется различием распределения и 
формы концов коротких волокон, которые в работе [15] предполагали пери-
одически расположенными и с плоскими концами, а в нашем случае — слу-
чайно расположенными и со сглаженными полусферическими концами. 
Поэтому сходство результатов больше для более вытянутых волокон, когда 
влияние формы их концов на эффективные модули упругости нивелируется.

Следует отметить, что в рассмотренных примерах использовали разби-
ение сферической межфазной поверхности включения на 288 граничных 
элементов, при рассмотрении сфероцилиндрической поверхности корот-
кого волокна это количество элементов дополнялось 48h*  элементами на 
его цилиндрической части, где h*  — целая часть относительной длины 
H R  волокна. 

Для упрощения параметризации расчетов эффективных упругих свойств 
композита в последующих примерах рассмотрены материалы с одинако-
выми коэффициентами Пуассона � �( ) ( )

,
1 2

0 45� � ; тогда неоднородность 
структуры определяется соотношением между модулями Юнга матрицы 
E 1� �  и волокон E 2� � . Влияние скользящего межфазного контакта отражают 
данные сопоставления соответствующих результатов (сплошные линии на 

Табл. 1
Сравнение результатов анализа эффективных свойств композита 

с однонаправленными короткими волокнами при условии идеального 
контакта на межфазных поверхностях

Расчет H/R E11
* E33

* G12
* G13

*

ν13
*

ГПа
2 МГЭ и схема Мори—Танака 4,794 5,641 1,758 1,809 0,334

Соединительная “bridging” модель 5,073 7,461 1,800 1,802 0,341
МКЭ 5,579 6,522 2,161 1,728 0,287

4 МГЭ и схема Мори—Танака 4,830 7,234 1,726 1,782 0,332
Соединительная “bridging” модель 5,177 9,602 1,800 1,802 0,337

МКЭ 5,425 8,113 1,959 1,770 0,299
16 МГЭ и схема Мори—Танака 4,945 12,095 1,703 1,742 0,317

Соединительная “bridging” модель 5,291 14,103 1,800 1,802 0,327
МКЭ 5,266 12,830 1,843 1,795 0,308
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рис. 4—6) со случаем совершенного контакта составляющих композита 
(штриховые линии). 

Для макроскопически трансверсально-изотропного композита с упоря-
доченными параллельной ориентацией короткими волокнами эффективные 
модули упругости при неидеальном соединении компонентов меньше 
своих аналогов в случае идеального межфазного контакта, за исключением 
коэффициента Пуассона ν13

* , для которого имеет место противоположный 
эффект. Указанные закономерности более выразительны при возрастании 
объемной концентрации волокон для всех пяти эффективных модулей 
упругости (рис. 4), а с увеличением относительной длины волокон − для 
осевых модулей E33

*  и G13
*  (табл. 2). Как при идеальном, так и неидеальном 

межфазном контакте составляющих композита, с увеличением относитель-
ной длины волокон эффективный модуль Юнга E33

*  существенно возрас-
тает, модули упругости E G11 12

* *
, ,  и коэффициент Пуассона ν13

*  меняются 
незначительно. Относительно эффективного модуля сдвига G13

*  имеет 
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Рис. 4. Зависимости нормированных эффективных модулей Юнга (а), модулей сдви-
га (б) и эффективного коэффициента Пуассона (в) композита от объемной доли 

однонаправленных коротких волокон при H R =15 .
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место незначительное его изменение в первом случае и связанное со сколь-
жением заметное уменьшение — во втором.

Похожее поведение эффективных модуля Юнга E*  и коэффициента 
Пуассона ν *  установлено применительно к макроскопически изотропному 
композиту с неупорядоченной ориентацией коротких волокон, а именно: 
превышение эффективного модуля Юнга при идеальном и эффективного 
коэффициента Пуассона при неидеальном межфазном контакте (рис. 5, 6). 

Табл. 2
Значения относительных эффективных модулей упругости  композита 

с однонаправленными короткими волокнами разной относительной длины 
H R  при условиях идеального и скользящего контакта на межфазных 

поверхностях ( f = 0 3, ,  E E2 1
50

� � � � � )

H/R Тип межфазного 
контакта E E11

1* � � E E33

1* � � G G12

1* � � G G13

1* � � ν13
*

1 Идеальный 1,9313 1,9313 1,9313 1,9313 0,4307
Скользящий 1,3257 1,3257 1,3257 1,3257 0,4463

2 Идеальный 1,9441 2,4472 1,8345 1,8293 0,4301
Скользящий 1,3870 1,6903 1,3180 0,6710 0,4453

5 Идеальный 1,9940 4,1540 1,7751 1,6992 0,4250
Скользящий 1,4680 2,4819 1,3110 0,5581 0,4412

10 Идеальный 2,0520 6,7486 1,7571 1,6386 0,4109
Скользящий 1,5266 3,5974 1,3107 0,4718 0,4345

15 Идеальный 2,0745 8,7097 1,7514 1,6178 0,3994
Скользящий 1,5553 4,5406 1,3107 0,4611 0,4286
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Рис. 5. Зависимость нормированных эффективных модулей Юнга (а) и эффектив-
ного коэффициента Пуассона (б) композита от объемной доли случайно ориентиро-

ванных коротких волокон при H R =15  и разном отношении E E2 1� � � �  составля-
ющих материалов.
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Композит со скольжением характеризуется более монотонными зависимо-
стями эффективных модулей упругости как от концентрации (рис. 5), так 
и относительной длины (рис. 6) волокон. Также в таком композите менее 
существенно влияние на макроскопические упругие свойства комбинации 
модулей Юнга E E2 1� � � �  его компонент. 

Заключение

Численный метод граничных элементов в совокупности с модифици-
рованной схемой гомогенизации Мори—Танака является эффективным 
инструментом решения трехмерных задач микромеханики упругих волок-
нистых композитов, характеризующихся как сложной формой включений, 
так и условиями неидеального контакта на межфазных поверхностях. Непо-
средственное включение условий скользящего межфазного контакта в гра-
нично-интегральную формулировку задач и использование исключительно 
межфазных перемещений в процессе гомогенизации приводят к построению 
оптимального по точности и затратам расчетного времени решения.

На примере композитов, армированных упорядоченными и случайно 
ориентированными короткими цилиндрическими волокнами со скольже-
нием на их поверхностях, установлены качественные и количественные 
различия эффективных модулей упругости сравнительно со случаем иде-
ального межфазного контакта. В частности, обнаружено существенное 
снижение эффективных модулей Юнга и сдвига, ответственных за осевую 
нагрузку композита.

Изменение эффективных упругих свойств вследствие нарушения сце-
пления наполнителя с матричным материалом в случае длинных жестких 
волокон и их большой объемной концентрации необходимо учитывать как 
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Рис. 6. Зависимость нормированных эффективного модуля Юнга (а) и эффективно-
го коэффициента Пуассона (б) композита от относительной длины случайно ориен-

тированных коротких волокон H R  при f = 0 2,  и разных значениях E E2 1� � � �  
составляющих материалов.
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в расчетах долговечности новых, так и остаточного ресурса эксплуатиру-
емых композитных элементов конструкций.

Работа выполнена при поддержке бюджетной программы Украины 
“Поддержка развития приоритетных направлений научных исследований” 
(КПКВК 6541230).
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