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Equations are obtained for the parametric resonance of a three-layer 
cylindrical shell with composite layers strengthened by ribs and 
containing a hollow isotropic cylinder. The shell is loaded by axial 
forces and an external pressure varying harmonically in time. The 
influence of the cylinder is modeled as an elastic foundation whose 
modulus of subgrade reaction was determined from equations of the 
three-dimensional elasticity theory. The solution of the equations is 
sought in the form of a trigonometric series in the axial coordinate. 
The resulting infinite system of inhomogeneous differential equations 
of Mathieu–Hill type is solved using a trigonometric series in time. 
Using a numerical example, the main regions of instability were 
obtained for the first time, and graphical dependences for the critical 
frequencies on the channel radius and the elastic modulus of cylinder 
material, the number and height of ribs were found. The mathematical 
model proposed extends the range of relevant scientific and applied 
problems in studying three-layer reinforced shells.
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Получены уравнения параметрического резонанса подкреплен-
ной шпангоутами трехслойной цилиндрической оболочки с ком-
позитными слоями, внутри которой расположен пустотелый 
изотропный цилиндр. Оболочка нагружена осевыми силами и 
внешним давлением, гармонически изменяющимся во време-
ни. Влияние цилиндра учитывается в виде упругого основания, 
коэффициент постели которого определяется из уравнений 
трехмерной теории упругости. Решение уравнений ищется в виде 
тригонометрического ряда по осевой координате. Полученная 
бесконечная система неоднородных дифференциальных урав-
нений типа Матье—Хилла решается с помощью тригонометри-
ческого ряда по временной координате. На числовом примере 
впервые получены главные области неустойчивости и приведены 
графические зависимости критических частот от радиуса канала 
и модуля упругости материала цилиндра, количества и высоты 
шпангоутов. Предложенная математическая модель расширяет 
круг решаемых актуальных научных и прикладных задач при 
исследовании трехслойных подкрепленных оболочек. 

Введение. Трехслойные композитные оболочки находят широкое при-
менение в технике [1], при эксплуатации которой на внешней поверхности 
оболочки может происходить пульсация давления, обусловленная турбу-
лентностью атмосферы, бафтингом [2], вибрациями и многими другими 
причинами. При определенных условиях эти пульсации способны привести к 
возникновению параметрического резонанса [3] и разрушению конструкции. 

Расчету напряжённо-деформированного состояния (НДС) трехслой-
ных оболочек посвящены, например, работы [4—6], расчету колебаний — 
работы [7—9], устойчивости — работы [7, 8]. Результаты исследования 
параметрического резонанса рассмотрены, например, в [10—13], ис-
следования  флаттера — в [14—18], в том числе для гладких [19—22] и 
подкрепленных [23—25] оболочек. 

Анализ большого количества работ показал, что параметрический 
резонанс трехслойных оболочек, в том числе усиленных шпангоутами и 
пустотелым цилиндром, не изучен. 

Постановка задачи. Для разработки расчетной модели параметриче-
ского резонанса рассмотрим трехслойную цилиндрическую оболочку с 
несимметричным по толщине пакетом, усиленную шпангоутами и упругим 
пустотелым цилиндром, при действии на поверхности внешнего давления, 
изменяющегося во времени по гармоническому закону. Расчетная схема 
представлена на рис. 1. Композитные ортотропные несущие слои соеди-
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нены слоем легкого заполнителя. Примем, что шпангоуты связывают оба 
несущих слоя в окружном и радиальном направлениях и расположены 
сравнительно редко, а взаимным влиянием тангенциальных контактных 
усилий и радиальных инерционных сил можно пренебречь. Расположен-
ный внутри трехслойной оболочки цилиндр рассматриваем как упругое 
основание Винклера с коэффициентом постели, определяемым из уравне-
ний трехмерной теории упругости [26]. 

Математическая модель. Введем безразмерную систему цилиндриче-
ских координат, в которой за координатную поверхность принята срединная 
поверхность заполнителя. Получение уравнений движения трехслойной 
цилиндрической оболочки с несимметричным по толщине пакетом, уси-
ленной шпангоутами и упругим пустотелым цилиндром, описано в моно-
графии [26]. Кратко поясним, как выводится система уравнений движения 
трехслойной цилиндрической оболочки с точки зрения механики. Для 
получения этих уравнений движения рассмотрены дифференциальные 
уравнения равновесия элемента трехслойной цилиндрической оболочки с 
учетом взаимодействия со шпангоутами и упругим пустотелым цилиндром 
аналогично [27]. Полные внутренние усилия и моменты в трехслойной 
цилиндрической оболочке выражаем через силовые факторы в слоях [26]. 
Входящие в дифференциальные уравнения равновесия элемента трехслой-
ной цилиндрической оболочки внутренние силовые факторы связаны с 
геометрическими соотношениями упругости. Внутренние силовые факторы 
каждого слоя выражены через функции перемещений и его жесткостные 
характеристики. 

Записываем дифференциальные уравнения равновесия элемента шпанго-
ута с учетом взаимодействия его с оболочкой. Силовые факторы в шпангоуте 
выражены через функции перемещений и его жесткостные характеристики. 
Записываем условия совместности перемещений шпангоута и оболочки. Про-
ведя необходимые математические операции, получаем замкнутую систему 
дифференциальных уравнений в перемещениях трехслойной цилиндрической 
оболочки, подкрепленной шпангоутами и упругим пустотелым цилиндром.
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Рис. 1. Расчётная схема трехслойной цилиндрической оболочки с внутренним ци-
линдром и подкреплениями в виде кольцевых ребер (шпангоутов).
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Уравнения движения оболочки представим в виде [26]
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Здесь α , β  — безразмерные координаты вдоль образующей и в окружном 
направлении срединной поверхности заполнителя, принятой за координат-
ную поверхность; R , R0  — радиус срединной поверхности заполнителя и 
внутренний радиус цилиндра (радиус канала цилиндра) соответственно; 
h h1 2, ,  h  — толщина верхнего, нижнего и среднего слоев соответственно; 
r ri
B
i
H,�  — расстояние от оси ребра до срединной поверхности верхнего и 

нижнего слоев соответственно, причем эта величина считается положи-
тельной, если ось ребра лежит ниже срединной поверхности несущего слоя; 
w u u v v, , , ,� � � �  — нормальное и приведенные осевые и тангенциальные 
перемещения [26], u u v v� � � �, , ,  выражены через осевые и тангенциальные 
перемещения срединных поверхностей верхнего u v1 1,  и нижнего u v2 2,  
слоев соотношениями [26]

	 2 1 2u u u� � � , 2 1 2u u u� � � , 2 1 2v v v� � � , 2 1 2v v v� � � ;	

E E G v vB B B B B
1 2 12 1 2, , , ,  — осевой и окружной модули упругости, модуль сдвига 

и коэффициенты Пуассона верхнего слоя соответственно (обозначения для 
нижнего слоя с индексом “ H ” имеют аналогичный смысл); G G13 23,  — мо-
дули поперечного сдвига заполнителя; ρ ρ ρB H C,� ,�  — плотности материалов 
верхнего, нижнего и среднего слоев; E Gi i i,� ,�ρ  — модуль упругости, модуль 
сдвига и плотность материала i -го ребра; F Ii i,�  — площадь и момент инер-
ции ребра; w v vi i i, ,� �  — перемещения w v v, ,� �  оболочки в местах уста-
новки i -го ребра; M  — количество ребер; Π  — коэффициент постели; 
Tα  — начальное осевое усилие; � �( )  — дельта-функция; δkj  — символ 
Кронекера.
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Решение уравнений (1) представим в виде
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где � � �m m� / 0 ; �0 � L R/ ; L  — длина оболочки; f tjm � � ) — неизвестные 
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лении.

Разложив дельта-функцию в тригонометрический ряд и подставив (2) 
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Коэффициент постели Π  запишем в виде
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D j6 , D  — соответственно дополнение и определитель матрицы, элементы 
которой имеют вид
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Здесь штрихом обозначена производная по соответствующему аргументу; 
E0 0,ν  — модуль упругости и коэффициент Пуассона материала заполните-
ля (см. рис. 1).

При записи четных столбцов матрицы Cij  и Φ j  заменяем функцию I xn � �
на модифицированную функцию Бесселя K xn � �  с тем же аргументом.

Запишем решение уравнений (3) как

	 f f f f f f f fm m m m m i i i1 2 3 4 5 2 3 5, , , , ; , ,� � � 	
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	 (4)

Подставив первую сумму из (4) в (3) и приравняв коэффициенты при одина-
ковых sin q t� / 2� � , получим систему неоднородных алгебраических уравне-
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ний. Согласно [28, 29] для практических расчётов в большинстве случаев 
достаточно ограничится первым членом ряда q =1 , который определяет 
границу главной области неустойчивости. Тогда запишем (индекс q  в даль-
нейшем опускаем)

	 a A a Aj jm j jm
jj

1 4

1

5

1

5

0 0� �
��
�� , ,	
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i i i
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i i i
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M
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1

2
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где a a R F RPn b b R Fi i33 33

0 2

0

2

1

2

33 33

0 2
4 2 4� � � �� � �/ / ; / .∓ �

Решая систему (5), получим

	 A B A B A B Akm k i k i k i
i

M
m i� � � �� �

�
�2

0

1 2 2 3 3 5

1�
� �sin  k � �� �1 2 5, , ,	 (6)

где
	 B b D b D b Dk k k k1 22 2 32 3 52 5� � �� � / � ,	

	 B b D b D b Dk k k k2 23 2 33 3 53 5� � �� � / � 	

	 B b D b D b Dk k k k3 25 2 35 3 55 5� � �� � / � ,	

D , Djk  — определитель и дополнение элемента a jk  матрицы (5).
В местах установки ребер справедливы соотношения

	 A A A A A Ar r r m m m m r
m

2 3 5 2 3 5

1

, , , , sin� � � � �� �
�

�
� � � .	

Подставив в них (6), будем иметь систему 3M  уравнений относительно Aij :
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�
���
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Приравняв определитель системы (7) нулю, получим характеристическое 
уравнение критических частот.
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Подставив вторую сумму из (4) в (3), будем иметь характеристическое 
уравнение типа (7), в котором необходимо коэффициенты Ajr  заменить 
на H jr  и в a33  поставить знак “+”.

При равномерной установке шпангоутов (� �i i M� �� �0 1/ ) коэффици-
енты при Aki  не будут зависеть от индекса i , и решение системы (7) за-
пишем в виде

	 A A A A A A N N Mi i i
i

2 3 5 2 3 5

0

1, , , , sin ,� � �� � � �
� �
�

,	 (8)

где A2, A3, A5 — постоянные; N — целое число, характеризующее форму 
потери устойчивости. 

Подставив (8) в уравнение (7), будем иметь однородную систему трех 
алгебраических уравнений

	 M B A B A B A A jj j j
m

j
�

� �� � � � ��1 0 2 3 5

0

1 2 2 3 3 5�
; , , .	 (9)

При этом суммирование производится по m :

	 m N s M N s� � � �, ( ) , , , ...2 1 1 2 3 	

Приравняв определитель системы (9) нулю, получим характеристическое 
уравнение. Задавая целочисленные значения для n  и N , будем иметь значе-
ния критических частот.

Результаты исследования. Исследуем параметрический резонанс трех-
слойной цилиндрической оболочки с несимметричным пакетом ортотропных 
несущих слоев и изотропным внутренним цилиндром с указанными далее 
параметрами при действии осевой сжимающей силы и гармонически изме-
няющегося по времени внешнего давления:

	 L R h R h R h R/ , / , , / , , / ,= = = =6 0 002 0 006 0 0081 2 ,	

	 E E E E E E EB H B H
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4

2 2 0

4
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3

13 23 02 4 10 30, , / , , , /� � � � � � � ,	

	 � � � �1 1 2 2

2 4
0 15 0 23 8 10 0 04

B H B H
iF R H R� � � � � � ��

, , , , / , / , ,	

	 I FR R R P E/ ( ) , , / , , / ,
2 4

0 0 01 33 10 0 6 0 05� � � �� ,	

	 T E R T E R r R r Rcr i
B

i
H

/ ( ) , / ( ) , / , , / ,0

2

0

2
0 5 2 0 01 0 02= = = = ,	

	 � � � � �B H i C, , / , , ;� � � �5 0 490 	

Tcr  — критическое усилие потери устойчивости неподкрепленной трех-
слойной оболочки; H  — высота ребра.
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Рассмотрен случай подкрепления одним и тремя кольцевыми ребрами 
(шпангоутами). 

Полученные в результате расчетов области неустойчивости для трех-
слойной цилиндрической оболочки с одним шпангоутом при разных 
значениях радиуса канала внутреннего цилиндра приведены на рис. 2—а 
(заштрихованная часть). Для сравнения штриховой линией показана об-
ласть неустойчивости для трехслойной цилиндрической оболочки без 
внутреннего цилиндра. По оси ординат отложено отношение критической 
частоты пульсаций к собственной частоте неподкреплённой трехслойной 
цилиндрической оболочки Y �� �/ 0 , а по оси абсцисс — отношение 
амплитуды переменной составляющей внешнего давления к постоянной, 
величина которой равна 0,8 критического давления потери устойчивости 
неподкреплённой трехслойной оболочки, — X p p= 1 0/ .

На рис. 2—б представлены аналогичные зависимости для трехслойной 
цилиндрической оболочки с тремя шпангоутами при разных значениях 
модуля упругости внутреннего цилиндра для z0 0 6= , . Штриховой лини-
ей представлена область неустойчивости для трехслойной цилиндриче-
ской оболочки без внутреннего цилиндра.

 Области неустойчивости для трехслойной цилиндрической оболочки 
с тремя шпангоутами при разных значениях безразмерной высоты H R/  
шпангоутов показаны на рис. 2—в.

По полученным результатам расчетов можно сделать следующие 
выводы: 

— повышение толщины свода внутреннего подкрепляющего цилиндра 
трехслойной цилиндрической оболочки в два раза увеличивает границы 
критических частот примерно в три раза и уменьшает почти в 2,7 раза 
площадь области неустойчивости;
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Рис. 2. Области неустойчивости трехслойной цилиндрической оболочки при разных 
значениях радиуса канала внутреннего цилиндра (а); модуля упругости внутренне-
го цилиндра (б); при разной высоте H  ребра (в). M  — количество ребер, n  — ко-

личество кольцевых волн. Пояснения в тексте.
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— для трехслойной цилиндрической оболочки с одним шпангоутом в 
случае 20% толщины свода внутреннего цилиндра уменьшается площадь 
области неустойчивости примерно в два раза;

— в случае трехслойной цилиндрической оболочки без внутреннего 
подкрепляющего цилиндра повышение количества шпангоутов до трех 
увеличивает границы критических частот почти на 40% и уменьшает 
площадь области неустойчивости примерно в 2,1 раза, наличие же вну-
треннего цилиндра с z0 0 6= ,  оставляет одинаковыми параметры области 
неустойчивости;

— повышение модуля упругости материала внутреннего цилиндра в 
два раза увеличивает границы области неустойчивости почти на 35% и со-
ответствует увеличению в 1,5 раза толщины свода внутреннего цилиндра;

— повышение высоты шпангоутов в два раза увеличивает границы 
критических частот примерно в 1,8 раза и уменьшает почти в два раза 
площадь области неустойчивости. 

Работа выполнена в рамках Программы создания и развития научного 
центра мирового уровня Сверхзвук на 2020—2025 годы при финансовой 
поддержке Минобрнауки России (Соглашение № 075-15-2020-924 от 
16.11.2020 г.). 

Модель трехслойной оболочки разработана в рамках государ-
ственного задания,  номер государственной регистрации  темы 
АААА-А19-119012290177-0.
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