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Using the first-order shear deformation theory of shells and the 
Galerkin and Runge—Kutta methods, the nonlinear dynamic behavior 
and the natural frequencies of porous graphene platelet-reinforced 
composite sandwich shallow spherical shells supported by an elastic 
foundation are studied in this work. The modified Halpin—Tsai model 
and the rule of mixtures are used to establish the effective properties 
of the material. Formulas related to porosity distributions and gra-
phene platelet patterns are also presented in the analysis section.

Ключевые слова: анализ динамический нелинейный, оболочки 
сферические пологие, композит пористый, армированный пла-
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С помощью теории сдвигового деформирования оболочек пер-
вого порядка и методов Галеркина и Рунге—Кутта исследовано 
нелинейное динамическое поведение и собственные частоты 
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пологих сферических сандвич-оболочек из пористого композита, 
армированного пластинками графена, покоящихся на упругом 
основании. Для определения эффективных свойств материала 
использована модифицированная модель Халпина—Цая и пра-
вило смесей. Приведены формулы для анализа распределений 
пористости.

Введение

Структуры типа сандвич состоят из двух тонких лицевых слоев и срав-
нительно толстой сердцевины. В этих структурах армирующий элемент, 
например, углеродные волокна, углеродные нанотрубки и пластинки 
графена (ПГ), обладает высокой прочностью и жесткостью. В последние 
годы значительно увеличилось количество исследований свойств сан-
двич-структур в силу их высоких прочностных и жесткостных характери-
стик, а также благодаря оптимизации затрат и массы конструкции [1—17].

Одна из проблем, возникающих при изготовлении композитов, об-
условленная различием свойств составляющих их материалов, — пори-
стость, уменьшающая жесткость, несущую способность, рассеивание 
энергии и массу, но увеличивающая их термостойкость. Выполнены 
исследования, в которых проанализировали влияние пористости на 
статическое и динамическое поведение функционально-градиентных 
балок [18—24], пластин [25—29] и оболочек [30—33].

Потеря устойчивости и закритическое поведение оболочек из пористых 
нанокомпозитов в термических средах изучали в [34—36]. Результаты 
нелинейного динамического отклика и колебаний сандвич-пластин и 
оболочек из функционально-градиентных композитов, армированных 
пластинками графена, покоящихся на упругом основании Винклера—Па-
стернака, представлены в [37—39]. “Умная” сандвич-пластина, состоящая 
из пьезоэлектрических слоев, рассмотрена в [40]. Результаты анализа 
колебаний “умной” сандвич-оболочки описаны в [41]. В [42] исследо-
вали нелинейные колебания “умной” оболочки с двойной кривизной из 
сандвич-композита с податливой сердцевиной с интегрированным пье-
зоэлектрическим слоем.

Цель настоящей работы — исследование нелинейного динамического 
поведения и свободных колебаний пологих сферических сандвич-оболо-
чек из пористого композита, армированного пластинками графена (ПК-А-
ПГ), с помощью теории сдвигового деформирования первого порядка 
(ТСДПП) оболочек и методов Галеркина и Рунге—Кутта. Кроме того, 
использован аналитический подход для вывода определяющих уравне-
ний и определения собственных частот и зависимостей прогиб—время 
пологих сферических сандвич-оболочек из ПК-АПГ.
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1. Пологие сферические сандвич-оболочки из ПК-АПГ

Рассмотрим две модели пологой сферической сандвич-оболочки (ПСО) 
из ПК-АПГ, состоящей из трех слоев.

Модель I: два изотропных лицевых слоя толщиной hf  и сердцевина из 
ПК-АПГ толщиной hc .

Модель II: два лицевых слоя из ПК-АПГ толщиной hf  и изотропная 
сердцевина толщиной hc .

На рис. 1 R  — радиус кривизны, r0  — радиус основания; h h hc f� � 2  — 
общая толщина ПСО.

Модуль упругости E z( ) , плотность ρ , коэффициент пористости e0  и 
массовую плотность em  пористой нанокомпозитной ПСО вычисляем по 
формулам [43]

 E z E e z( ) ( ) ,� �� �1 01 �  � � �( ) ( ) ,z e zm� �� �1 1  e e em � � �� � � �1 1 0 10 0, .  (1)

Рассмотрим три типа функции распределения пор λ( )z : неоднородное 
симметричное (тип 1), неоднородное асимметричное (тип 2) и однородное 
(тип 3), а именно:
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Рис. 1. Поперечное сечение моделей I и II и система координат (� �, , z ) ПСО: 
1 — лицевые слои; 2 — сердцевина; 3 — слой, работающий на сдвиг; 4 — пружины 

Винклера.
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Взаимосвязь между объемным VGPL  и массовым LGPL  содержанием 
пластинок графена выражает уравнение [38]
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Модуль слоя нанокомпозита вычисляем как [44]
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 � � �1 � �GPL GPL m mV V ,  � � �1 � �GPL GPL m mV V , V Vm GPL� �1 ,  

где нижние индексы GPL  и m  относятся к величинам, характеризующим 
пластинку графена и матрицу соответственно.

2. Теоретические формулировки

На основе ТСДПП предположим, что сандвич-ПСО — осесимметрич-
ная с компонентами перемещения u v w, ,� �  произвольной точки ( , , )� � z  
[45]:

 u r z u z u, ,� �� � � �0 ,  v r z, ,�� � � 0 ,  w r z w, ,�� � � 0 , (5)

где r R R� � �sin ,cos� � � 1 .
Используя геометрически нелинейное предположение фон Кармана, 

деформации � ��r , , εrz  можно выразить как [45]
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где εr
0 , ��

0 , εrz  — компоненты нормальных деформаций на срединной 
поверхности; � �r , ,�  — их составляющие, обусловленные изгибом и 
кручением; u v w, ,  — перемещения; ψ  — угол поворота нормали к сре-
динной поверхности.
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Закон Гука для пологих сферических сандвич-оболочек из ПК-АПГ имеет 
вид
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где верхний индекс k f c= ,   указывает на лицевой слой ( f ) и сердцевину 
( c ):
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Силовые и моментные поля можно представить в виде
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где K  — коэффициент коррекции сдвига.
Подставив (7) в (8), выразим силовые и моментные составляющие обо-

лочки как
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Нормальные деформации на срединной поверхности из уравнений (8) 
можно переписать как
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Согласно ТСДПП уравнения движения сандвич-ПСО из ПК-АПГ, 
покоящейся на упругом основании, имеют вид [46]
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где q  — равномерно распределенная нагрузка; k1  — коэффициент жестко-
сти пружины Винклера; k2  — коэффициент жесткости сдвигового слоя в 
модели Пастернака (см. рис. 1).
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Функцию напряжений f r t, ,�� �  определим как
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Подстановка (12) в (11a) приводит к соотношению
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Подставив (6), (9) и (10) в (11b) и (11c) и объединив результаты с уравне-
ниями (13) и (12), получим систему уравнений
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Уравнение совместности деформаций представим в виде
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Подставив (6), (7) и (12) в (10), а результат — в уравнение совместности, 
придем к уравнению
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Соотношения (14), (15) и (17) — основные уравнения для анализа 

нелинейного динамического отклика и свободных колебаний ПСО при 
заданных начальных и граничных условиях.
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3. Аналитическое решение

Рассмотрим симметричную ПСО, край которой защемлен и свободно 
перемещается. Граничные условия зададим как [46]

 r w W� � �0 0, , ,    �  r r w Nr� � � �0 0 0 0, , , .    �  (18)

Предположим, что приближенное решение w f, ,�� �  удовлетворяет 
условиям

 w W
r r

r

r r r

r
f F

r r r

r
�

�� �
�

�� �
�

�� �0
2 2

2

0
4

0
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, , ,        � �  (19)

где F FW F W F� � �1
2

2 3� . Параметры F F1 2, , F3  определим, подставив 
(19) в (17):
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r
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Подстановка приближенного решения (19) в (14) и (15) и использование 
метода Бубнова—Галеркина приводит к следующим результатам:
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где ni  и m i jj ( , , , )= =1 3 1 5  запишем как
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Для сандвич-ПСО из ПК-АПГ без нагрузки ( q = 0 ) система уравнений 
(20), (21) принимает вид

 I W
t

l W l W l W0

2

2 1
3

2
2

3
�

�
� � � , (22)

где

 l m n m
n

l m n m
n

n m
n

l m n m
n1 1

1 3

3
2 2

2 3

3

1 5

3
3 4

2 5

3

� � � � � � �, , .  

Собственные частоты сандвич-ПСО из ПК-АПГ находим из уравне-
ния (22)

 �mn l I� � 3 0/ . (23)

4. Анализ численных результатов

Свойства алюминия и ПГ следующие: алюминий — E = 68,3 ГПа, 
ν  = 0,34 и ρ  = 2689,8 кг/м3; ПГ — E  = 1010 ГПа, ν  = 0,186, ρ  = 1062,5 кг/м3, 
a = 2,5 мкм, b =  1,5 мкм, h = 1,5 нм.

4.1. Сравнительное изучение. В табл. 1 приведены результаты для 
основной частоты изотропной ПСО при E  = 70 ГПа, ρ  = 2702 кг/м3, 
ν  = 0,3, R  = 3 м, R h/ =100 , полученные в настоящей работе и в [47]. 

Табл. 1
Сравнение собственной частоты ω  (рад/с) изотропных ПСО

(k1, k2), (МПа/м, МПа·м) R/r0 [46] Настоящая работа

k1 = k2 = 0 3 911,8 956,03
5 776,6 784,95

k1 = 50 3 1084,5 1216,3
k2 = 0,1 5 900,0 945,77
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Авторы [47] использовали классическую теорию оболочек, не учитываю-
щую деформацию поперечного сдвига, а в настоящей работе — ТСДПП 
для пологих сферических оболочек.

4.2. Собственная частота. Данные табл. 2 иллюстрируют влияние 
коэффициентов k k1 2,� � , отношения R h/  и распределения пористости на 
собственные частоты ωmn  сандвич-ПСО. Как видно, значения ωmn  воз-
растают с увеличением жесткости упругих оснований. В частности, 

k k1 2 0 0, ,� � � � �  соответствует оболочке без упругого основания с собствен-
ной частотой �mn � 6726 6,  рад/с (тип 1, R h/ = 60 ). В случае упругого 
основания Пастернака ее собственная частота увеличивалась с 8051 9,  до 

Табл. 2
Влияние коэффициентов k k1 2,� � , отношения R h/  и распределения 
пористости на собственную частоту ωmn  (рад/с) для модели I при 

h hc / ,= 0 8 , r R0 0 3/ ,= , e0 0 3= , , �GPL �1%

(k1, k2), (МПа/м, МПа·м) R/h Тип 1 Тип 2 Тип 3

(0,0) 60 6726,6 6504,3 6647,0
70 5379,7 5215,6 5324,4
80 4473,0 4348,4 4432,9

(20,2) 60 8051,9 7867,2 7989,2
70 6598,9 6465,9 6557,3
80 5601,8 5502,8 5572,8

(40,4) 60 9188,0 9026,6 9136,2
70 7625,7 7510,8 7592,5
80 6538,5 6453,9 6516,3

Табл. 3
Влияние массового содержания LGPL и отношения r0/R на собственную 

частоту ωmn (рад/с) ПСО моделей I и II при R h e/ , , ,= =80 0 30  тип 1, 
hc/h = 0,8, k1 = k2 = 0

r0/R LGPL = 0,3% LGPL = 0,5% LGPL = 1,0%

Модель I
0,3 4470,3 4471,1 4473,0
0,4 3891,9 3892,6 3894,4
0,5 3717,5 3718,2 3720,0

Модель II
0,3 4590,5 4590,9 4591,7
0,4 4032,3 4032,8 4033,4
0,5 3865,3 3865,7 3866,2
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9188 0,  рад/с. Напротив, при увеличении R h/  с 60 до 80 собственная 
частота резко уменьшилась с 6726 6,  to 4473  рад/с.

В данном случае рассмотрели три типа распределения пористости, 
определяемые формулой (3). В случае типа 1 (неоднородное симметрич-
ное распределение) при R h/ = 60  наблюдали наибольшие значения ωmn  
( 7626 6,  рад/с  при k k1 2 0= = ;  8051 9,  рад/с  при k1  =  20  МПа/м, 
k2 2= МПа·м; 9188  рад/с при k1 = 40 МПа/м, k2 4=  МПа·м).

В табл. 3 приведены значения собственной частоты сандвич-ПСО 
из ПК-АПГ, полученные для моделей I и II. Видно, что при тех же 
параметрах собственная частота оболочки модели II больше, чем моде-
ли I, на ~2,5—3,5%. Также видно, что собственная частота уменьшается 
с увеличением отношения r R0 / , т.е. с увеличением длины оболочки ее 
жесткость уменьшается.

В табл. 4 приведены значения собственной частоты ПСО при разных 
значениях h hc /  и e0 . Видно, что собственная частота немного уменьша-
ется с увеличением коэффициента пористости e0 . Собственная частота ωmn  
оболочки без пористости ( e0 0= ) достигает пикового значения 4569 7,  рад/с. 

Табл. 4
Влияние отношения h hc /  и коэффициента пористости e0  на собственную частоту 
ωmn  (рад/с) сандвич-ПСО модели I при R h r R GPL/ , / , , %� �80 0 30  =1� , 

тип 1, k k1 2 0= =

hc/h e0 = 0 e0 = 0,3 e0 = 0,5

0,4 4565,0 4536,1 4528,0
0,6 4566,4 4511,3 4489,6
0,8 4568,7 4473,0 4424,6
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Рис. 2. Влияние отношений R/h (a) и r0/R (б) на нелинейный динамический 
отклик W — t  оболочек из ПК-АПГ модели I, тип 3 при e0 = 0,3, k k1 2 0= = , 

q t� � �300 500sin .
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Это означает, что наличие пор уменьшает жесткость и несущую способность 
композитных конструкций.

4.3. Динамический отклик. Данные рис. 2 иллюстрируют влияние 
параметров R h/  и r R0 /  на зависимости прогиб—время W — t  для 
сандвич-ПСО из ПК-АПГ. Видно, что амплитуда прогиба W  сан-
двич-ПСО существенно изменяется при изменении значений R h/  и 
r R0 / . На рис. 2—а наибольшая амплитуда прогиба W  оболочки рав-
на � � �5 10 6  м при R/h = 80, t = 0,005  с, а наименьшая — � � �2 5 10 6,  м 
при R/h = 60, t = 0,005  с. На рис. 2—б наибольшая амплитуда прогиба 
оболочки W � � �10 10 6  м при r R t0 0 5 0 005/ , , ,= = с, наименьшая — 
W � � �5 10 6  м при r R t0 0 3 0 005/ , , ,= =  с. На обоих рисунках несущая 
способность пологих сферических сандвич-оболочек уменьшается при 
увеличении отношения R h/  или r R0 / , т.е. когда оболочка становится 
тоньше или длиннее, ее несущая способность снижается.

Данные рис. 3—а иллюстрируют влияние отношения толщин слоя серд-
цевины и оболочки h hc /  на нелинейный динамический отклик W — t  
ПСО. Видно, что с повышением значений h hc /  от 0,4 до 0,8 амплитуда 
прогиба W возрастает только с � � �7 75 10 6,  до � � �8 5 10 6,  м при t = 0 015, .

Влияние пористости e0  на зависимость прогиб—время W — t  санд-
вич-ПСО иллюстрируют данные рис. 3—б. Видно, что амплитуда прогиба 
W  увеличивается с � � �6 10 6  до � � �10 10 6  м при t = 0 015,  с, когда коэф-
фициент пористости e0  возрастает от 0 до 0,5.

На рис. 4 проведено сравнение зависимостей W — t  сандвич-оболочек 
из ПК-АПГ моделей I и II с пористостью 1, 2 и 3 типов. Видно, что в случае 
однородного распределения пористости (тип 3) зависимость W — t  распо-
ложена выше, чем при неоднородном симметричном распределении пори-
стости (тип 1), и ниже, чем при неоднородном асимметричном (тип 2). 

0 0,01 0,02 0,03 0,04

1,0

0,5

0

0,5

1,0

�

�

W.10 м
�5

,

t, c

б

e0=0e0=0

e0=0,3e0=0,3

e0=0,5e0=0,5

а

0 0,005 0,015 0,025 0,035

1,0

0,5

0

0,5

1,0

�

�

W.10 м
�5

,

0,014 0,015 0,016 0,017

8,5

8,0

7,5

7,0

6,5

h hc/ =0,4h hc/ =0,4

h hc/ =0,6h hc/ =0,6

h hc/ =0,8h hc/ =0,8

t, ct, c

e0 = 0,3

Рис. 3. Влияние отношения hc/h (a) и коэффициента пористости e0  (б) на нелинейный 
динамический отклик W — t  оболочек модели I, тип 1 при r0/R = 0,3, R/h = 80, 

k k1 2 0= = , q t� � �300 500sin .
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Видно (см. рис. 4—а), что наименьшее значение амплитуды W  оболочки 
� � �9 4 10 6, м (тип 1), � � �9 6 10 6,  м (тип 2) и � � �9 5 10 6,  м (тип 3) при 
t � � �2 6 10 3,  с.

Влияние массового содержания ПГ на зависимость прогиба от времени 
W—t сандвич-ПСО из ПК-АПГ отражают данные на рис. 5. Видно, 
что при �GPL � 0 3, %  и t = 0 0153,  с величина амплитуды наибольшая 
( � � �9 01 10 6,  м), а при �GPL �1%  и t = 0 0153,  с — немного меньше 
( � � �8 99 10 6.  м). Это означает, что армирование ПГ повышает несущую 
способность сандвич-ПСО.

Зависимость нелинейного динамического отклика оболочек от жесткости 
упругих оснований представлена на рис. 6. Зависимость W — t  для санд-
вич-ПСО, покоящейся на упругом основании Пастернака k k1 20 0¹ ¹,� � , 
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Рис. 4. Сравнение зависимостей W — t  оболочек из ПК-АПГ моделей I (a) и II (б) 
при e0 = 0,3, r0/R = 0,3, R/h = 80, k k1 2 0= = , q t� � �300 500sin .
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Рис. 5. Влияние массового содержания ПГ LGPL  на нелинейный динамический 
отклик W — t  оболочек модели II при e0  = 0,3, r0/R = 0,3, R/h = 80, k k1 2 0= = , 

q t� � �300 500sin .
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расположена ниже, чем оболочки без упругого основания k k1 2 0� �� � . 
Амплитуда прогиба W  оболочки обратно пропорциональна жесткости 
упругого основания. При t = 0 005,  с амплитуда W  оболочки без упругого 
основания k k1 2 0� �� �  наибольшая — � � �5 10 6  м, а покоящейся на упру-
гом основании с k1 20=  МПа/м и k2 2=  МПа·м — примерно вдвое меньше.

Данные рис. 7 иллюстрируют резонанс пологой сферической сан-
двич-оболочки из ПК-АПГ в диапазоне частот ω  внешней нагрузки q  
от 4000  до 4300  рад/с. Эти частоты близки к основной частоте оболочки 
�mn � 4432 9,  рад/с.
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Рис. 6. Влияние жесткости упругих оснований k k1 2,  на нелинейный динамический 
отклик W — t  оболочек при k k1 2,� �  = (0, 0) (——), (20, 2) (— · —), (40, 4) (- - -)
(МПа/м, МПа·м). Модель I, тип 3, e0 = 0,3, r0/R = 0,3, R/h = 80, k k1 2 0= = , 

q t� � �300 500sin .
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Рис. 7. Влияние частоты ω  на нелинейный динамический отклик W — t  оболочек 
модели I, тип 3 при e0 = 0,3, r0/R = 0,3, R/h = 80, k k1 2 0= = , q t� � �300 500sin .
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Заключение

Предложены две модели трехслойных пологих сферических сандвич- 
оболочек для получения аналитических решений их собственной частоты 
и динамического отклика с использованием аналитического подхода.

Деформации оболочек определили, используя геометрическое нелиней-
ное предположение фон Кармана и ТСДПП. Исследовали влияние распре-
деления и коэффициента пористости, массового содержания пластинок 
графена, жесткости упругого основания и геометрических параметров 
на динамические характеристики и свободные колебания сандвич-ПСО.

Полученные результаты позволяют сделать следующие выводы.
— Несущая способность пологой сферической оболочки из лицевых 

слоев ПК-АПГ и изотропного сердечника (модель II) больше, чем обо-
лочки из изотропных лицевых слоев и сердцевины из ПК-АПГ (модель I).

— Пористость снижает несущую способность оболочек; при этом 
несущая способность сандвич-оболочки с неоднородным симметричным 
распределением пористости больше, чем с однородным.

— Увеличение жесткости упругих оснований повышает собственную 
частоту и уменьшает амплитуду колебаний пологих сферических сан-
двич-оболочек из ПК-АПГ.

— Увеличение отношения R h/  или r R0 /  уменьшает собственную 
частоту и увеличивает амплитуду прогиба пологих сферических сан-
двич-оболочек из ПК-АПГ.

Исследование выполнено при финансовой поддержке Вьетнамского 
национального фонда развития науки и технологий в рамках гранта 
№ 107.02-2018.314. Работа также была поддержана стипендиальной про-
граммой для отечественных магистров/докторов наук Фондом инноваций 
Vingroup (Фам Динь Нгуен выражает признательность за эту поддержку).
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