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The transient stress-strain state and normal displacements in a thin 
elastic unrestricted composite plate of constant thickness under 
an unsteady pressure, in particular, with a movable “load spot,” is 
investigated for the problem of a tangential impact on the plate. The 
approach to solving the problem is based on Green’s function method 
and the superposition principle, according to which the desired 
solution is related to the load by means of an integral operator of 
convolution type in spatial variables and time. The kernel of this 
operator is Green’s function, which is a transient fundamental solution 
to the function of normal deflections of the plate from the action of a 
single concentrated normal force momentum applied to some point 
on its surface. To find the Green’s function, the integral Laplace 
transform in time and a two-dimensional integral Fourier transform 
in coordinates are used. The original integral Laplace transform was 
found analytically, but for the inverse two-dimensional integral Fourier 
transform, a numerical method for integrating rapidly oscillating 
functions was used. The fundamental solution obtained made it 
possible to represent the sought-for function of transient normal 
displacements in the form of a triple convolution of Green’s function 
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with the function of transient pressure distributed over a rectangular 
area with a time-varying amplitude and impact boundaries. To calcu
late the convolutions integrals, the numerical method of rectangles is 
used. Employing the function of normal displacements, the transient 
stress-strain state of a composite unbounded Kirchhoff plate is 
found and investigated. In this case, reduced engineering constants 
are used, which are calculated from the generalized stiffness of the 
laminated material. As an example, the space-time dependences of 
the transient deflection are constructed and distributions of stresses 
and strains in the upper layers of a polymer composite plate with a 
symmetric reinforcement scheme with respect to the median plane 
under the influence of a time-varying pressure distributed over a 
movable rectangular load spot are obtained.

Ключевые слова: динамика нестационарная, материал ани-
зотропный, функция Грина, пластина композитная

Проведено исследование нестационарного напряжённо-дефор-
мированного состояния и нормальных перемещений в тонкой 
упругой неограниченной композитной пластине постоянной тол-
щины при нестационарном воздействии давления, в частности, 
с подвижным “пятном нагрузки”, которое можно рассматривать 
как модель задачи удара по касательной к пластине. Подход 
к решению основан на методе функции Грина и принципе су-
перпозиции, согласно которому искомое решение связано с 
нагрузкой посредством интегрального оператора типа свёртки 
по пространственным переменным и по времени. Ядром этого 
оператора является функция Грина, представляющая собой не-
стационарное фундаментальное решение для функции нормаль-
ных прогибов пластины от действия приложенного в некоторой 
точке её поверхности импульса единичной сосредоточенной 
нормальной силы. Для нахождения функции Грина применяются 
интегральное преобразование Лапласа по времени и двухмерное 
интегральное преобразование Фурье по координатам. Оригинал 
интегрального преобразования Лапласа найден аналитически, 
а для обращения двухмерного интегрального преобразования 
Фурье использован численный метод интегрирования быстро 
осциллирующих функций. Полученное фундаментальное реше-
ние позволило представить искомую функцию нестационарных 
нормальных перемещений в виде тройной свёртки функции Грина 
с функцией нестационарного распределённого по прямоугольной 
площадке давления с переменными во времени амплитудой и 
границами воздействия. Для вычисления интегралов свёрток 
использован численный метод прямоугольников. С помощью 
функции нормальных перемещений найдено и исследовано 
нестационарное напряжённо-деформированное состояние ком-
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позитной неограниченной пластины Кирхгофа. При этом исполь-
зованы приведённые технические постоянные, вычисленные 
через обобщённые жёсткости слоистого материала. В качестве 
примера построены пространственно-временные зависимости 
нестационарного прогиба, а также распределение напряжений и 
деформаций в верхних слоях полимерной композитной пластины 
с симметричной относительно срединной плоскости схемой арми-
рования при воздействии изменяющегося во времени давления, 
распределённого по подвижному пятну нагрузки прямоугольной 
формы.

Введение

Полимерные композитные пластины представляют широкий класс 
конструктивных элементов аэрокосмической техники. Исследование 
напряжённо-деформированного состояния композитных пластин при 
статических и ударных нагрузках является неотъемлемым этапом проек-
тирования новых перспективных элементов конструкций, что обусловли-
вает актуальность разработки уточнённых аналитических, численных и 
экспериментальных методик и подходов. Новые аналитические модели 
деформирования и анализ динамических реакций пластин из волокнистых 
композитов при резонансных колебаниях представлены в работах [1, 2]. В 
работе [3] описана модель двухмерного изопараметрического конечного 
элемента, основанная на теории сдвигового деформирования третьего 
порядка, применительно к расчёту пластин из слоистых композитов. В [4] 
представлен подход к диагностике объёмного напряжённого состояния в 
композитных конструкциях с помощью пьезоэлектролюминесцентного 
оптоволоконного датчика.

Исследование поведения конструкций при нестационарных динами-
ческих воздействиях имеет дополнительные сложности по сравнению 
со статическими и стационарными задачами, связанные с существенной 
неоднородностью напряжённо-деформированного состояния по координа-
там и времени. В [5] построено аналитическое решение задачи о распро-
странении нестационарных волн в изотропной неограниченной пластине 
Кирхгофа. Получено фундаментальное решение. Представлены простран-
ственно-временные зависимости функции Грина для перемещения.

В работе [6] рассмотрены два подхода к построению нестационарной 
динамической задачи для кольцевой пластины Тимошенко переменной 
толщины. Первый основан на аппроксимации тела вращения набором 
кольцевых пластин Тимошенко постоянной толщины и решении неста-
ционарной динамической задачи для полученной кольцевой пластины 
Тимошенко кусочно-переменной толщины с помощью разложений в ряды 
по собственным формам. В рамках второго подхода автором на основе 
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энергетического метода выведена система дифференциальных уравнений, 
которая решена численно. 

В [7] аналитическими методами получены решения нестационарных 
задач для изотропных прямоугольных и круглых пластин типа Тимошенко 
при наиболее общих граничных условиях для широкого класса динамиче-
ских нагрузок. Автор предложил оригинальный подход, который позволяет 
получать в замкнутой форме решения нестационарных задач динамики 
пластин и оболочек вращения ступенчато-переменной толщины с конеч-
ной сдвиговой жёсткостью. Приведено дифференциальное уравнение, все 
компоненты разложения которого определяются на основе интегрирования 
уравнений для линейного осциллятора и решения краевой задачи Штур-
ма—Лиувилля.

Задача о воздействии на тонкую неограниченную ортотропную пла-
стину локальной динамической нагрузки, распределённой по круговой 
области, рассмотрена в [8]. Построено фундаментальное решение, при-
ведены численные результаты прогиба точки пластины, соответствующей 
центру площадки нагружения.

В работах [9—22] эффективно использован метод функций Грина при-
менительно к решению различных нестационарных задач теории упру-
гости и теории оболочек. В [9, 10, 13—16] исследованы нестационарные 
контактные задачи для тонких цилиндрических, сферических оболочек 
и упругого полупространства. Работы [11, 12, 17] посвящены исследо-
ванию нестационарных колебаний оболочек с упругим и акустическим 
заполнителями. Исследована нестационарная динамика анизотропных 
цилиндрических оболочек [18, 19]. Рассмотрен случай нестационарного 
воздействия жёсткого индентора на упругую полуплоскость [20, 21]. 
В [22] построены поверхностные нестационарные функции для упругого 
полупространства.

В [23—26] рассмотрены задачи о статическом и динамическом дефор-
мировании композитных, в частности трехслойных [23—25], пластин под 
воздействием разной нагрузки, а также колебания круглых композитных 
пластин на упругом основании [26]. В работе [27] исследованы собствен-
ные колебания композитной цилиндрической оболочки с упругим запол-
нителем. 

Применение функций Грина к решению различных задач механики 
анизотропных тел и композитных оболочек в сочетании с оригинальными 
способами численного обращения интегрального преобразования Лапласа 
на основе методов граничных элементов продемонстрировано в [28—33].

Вопросы, связанные с исследованием нестационарного напряжён-
но-деформированного состояния пластин, обладающих анизотропией, на 
данный момент являются наименее изученными по сравнению с аналогич-
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ными исследованиями для изотропных пластин. В данной работе разра-
ботан подход к исследованию напряжённо-деформированного состояния 
тонкой неограниченной композитной пластины постоянной толщины под 
воздействием давления, равномерно распределённого по прямоугольной 
подвижной площадке, с переменной во времени амплитудой.

Цель исследования — нахождение нестационарных функций напря-
жений, деформаций и перемещений, а также изучение закономерностей 
неоднородного напряжённо-деформированного состояния композитной 
пластины под действием нестационарной нагрузки, область приложения 
которой изменяется во времени.

Постановка задачи

Рассмотрим тонкую композитную пластину постоянной толщины h  
(рис. 1) с симметричной относительно срединной плоскости пластины 
укладкой однонаправленных волокнистых слоев [34]. При численном 
моделировании предположим, что плотность ρ  по всему объему ком-
позитной пластины постоянна. Движение пластины рассматриваем от-
носительно декартовой системы координат Ox x x1 2 3 . Плоскость Ox x1 2  
совпадает со срединной плоскостью пластины. Армированный слой [34] 
композитной пластины характеризуется следующими упругими посто-
янными: E E1 2,   — модули упругости первого рода, G12  — модуль упру-
гости второго рода, � �

� �12 21,  — коэффициенты Пуассона, где нижние 
индексы “1” и “2” соответствуют координатным осям x1  и x2 , при этом 
направление оси x1  совпадает с направлением волокон, ось x3  ортого-
нальна плоскости армирования.

Для описания движения пластины из волокнистого композита приня-
та модель пластины Кирхгофа [5], срединная плоскость которой Ox x1 2  
совпадает с единственной плоскостью симметрии материала. Упругие 

x1

x2

x3

h

p x x t( , , )1 2

Рис. 1. Схема пластины.
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свойства пластины характеризуются шестью независимыми упругими 
постоянным C C C1111 1122 1112

, , , C C C2222 2212 1212
, ,  — компонентами тен-

зора упругих свойств материала в главных осях, для вычисления которых 
используется их связь с обобщёнными жёсткостями слоистого материа-
ла [34].

В начальный момент времени к невозмущённой пластине приклады-
вается нестационарное нормальное давление p x x t1 2, ,� � . Уравнение 
движения композитной пластины в перемещениях имеет вид

	 �

�
� � � � � � �

2

2 1 2

1w
t
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� �
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(1)

где

	 A Ic
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h
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I c A
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h

A Ic
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11
2

22
3

12 66

4
16

5
26

2 2 4 4
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�� �
� �

� � � � �
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	 c C c C c C11

1111

12

1122
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1112= = =, , , 	

	 c C c C c C I h22

2222

26

2212

66

1212 3
12= = = =, , , / .  	

Уравнение (1) совместно с начальными условиями

	 w w
tt
t

�
�

�
�
�

�
0

0

0 0,    	 (2)

образует начальную задачу. В соотношениях (1), (2) t  — время, w  — нор-
мальный прогиб, ρ – плотность материала.

Нестационарное напряжённо-деформированное состояние

Решение начальной задачи (1), (2) может быть построено с примене-
нием функции Грина G x x t1 2, ,� �  [21, 22]

	 w x x t G x x t p x x t1 2 1 2 1 2, , , , , ,� � � � ���� � � ,	 (3)

где символ “∗“ означает операцию свёртки по пространственным коорди-
натам x x1 2,  и времени t . 
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Построим функцию Грина для прогиба пластины G x x t1 2, ,� �  как реше-
ние задачи

	
� � �

�
� � � � � � � � �
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1 2

2 1 2
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t
R G
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	 G x x t
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1 2
0
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0 0, , ,
, ,
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�
�

�
�

   	

где � �� �  — дельта-функция Дирака.
Для решения задачи (4) используем интегральные преобразования 

Лапласа по времени t  и двухмерное преобразование Фурье по простран-
ственным координатам x1  и x2 . C учётом свойств интегральных преоб-
разований дельта-функции [5] получим алгебраическое уравнение отно-
сительно изображения функции Грина в пространстве преобразований 
Фурье и Лапласа. Обратное интегральное преобразование Лапласа по-
строено аналитически с применением таблиц [35], а обратное интеграль-
ное преобразование Фурье выполнено численно с помощью метода инте-
грирования быстро осциллирующих функций [36]. Оригинал функции 
Грина имеет вид
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где GF  — изображение по Фурье функции Грина
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В соотношениях (5)

	 �
�

� � � �
�2

2
1 2 2

Q
N

m D m
m

m m m
m

i, ,
sin cos sin

,,      	

	 q Q k q Q k k N
k k2 2 1

1 0 1� � � � � � �� � � �
�

� �, , ... ,      	

	 q Q k q Q k k N
k k1 1 1

1 0 1� � � � � � �� � � �
�

� �, , ... ,      	

верхний индекс “ F ” у функции означает её двухмерное преобразование 
Фурье по координатам x1 , x2 ; q1 , q2  — параметры этого преобразования; 
Q  — “достаточно большое” положительное число.

При воздействии на пластину нестационарного распределённого по 
прямоугольной площадке давления с переменными во времени амплитудой 
и границами воздействия выражение для p x x t1 2, ,� �  из (3) примет вид

	 p x x t P t H t H x f t H x f t1 2 1 1 1 2, ,� � � � � � � � � �� � � � � �� ��� �� � 	

	 � � � �� � � � � �� ��� ��H x g t H x g t2 1 2 2 , 	

	 f t a V t f t a V t g t b V t g t b V t1 1 2 1 1 2 2 2
2 2 2 2

� � � � � � � � � � � � � � � �, , , ,   	
(6)

где H �� �  — функция Хэвисайда; P t� �  — закон изменения амплитуды 
давления; f ti � � , g ti � �  ( i =1 2, ) — законы перемещения границ области 
воздействия; a b,    — размеры прямоугольной площадки давления; 
V V1 2,   — скорости движения границ по осям x x1 2,   соответственно.

Выбор нагрузки в виде (6) обусловлен практически важными зада-
чами, в которых “пятно нагрузки” (область её приложения) изменяется 
во времени (например, в случае нестационарных контактных задач с 
подвижными границами).

Интегралы свёрток в (3) с учётом (6) примут вид

	 w x x t G x x t p x x t1 2 1 2 1 2, , , , , ,� � � � ���� � � � 	

	 � � � � � �� �
� � �

� �

� � �

� �
� �� p t d d G x x t d
f t

f t

g t

g tt
� � � � � �

2

1

2

1

1 2

0

, , . 	 (7)

В результате применения метода прямоугольников для взятия инте-
гралов (7) получим приближенное выражение для нормального прогиба 
пластины

	 w x x t a
p
b
m
t
n

G x x t P t
n
kijk

k

n

j

m

i

p

1 2 1 2

100

, , , , ,� � � � � �
�
�

�
�
�

���
��� 	 (8)
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	 G x x t G x a
p
i a f t

n
k x b

m
j b g t

n
kijk 1 2 1 2

2 2
, , ,� � � � � �

�

�
���

�

�
��� � � �

�

�
����

�

�
��� �

�

�
���

�

�
���, .t t

n
k (8)

Нестационарные функции для нормальных σ σ11 22,   и касательного 
τ12  напряжений в пластине

	 � � �11
11

3 3 22
22

3 3 12
12

3 3 3

12 12 12

2 2
� � � � � �

M
h

x M
h

x M
h

x h x h
, , ,   	 (9)

связаны с прогибом соотношениями [37]

	�11 1 2 3 11

2

1 2

1

2 16

2

1 2

1 2

2x x t x c
w x x t

x
c

w x x t
x x

, ,
, , , ,� � � � � � �

�
�

� � �
� �

��
� � �

�

�

�

����

�

�

����
c

w x x t

x
12

2

1 2

2

2

, ,
, 	

	�22 1 2 3 21

2

1 2

1

2 26

2

1 2

1 2

2x x t x c
w x x t

x
c

w x x t
x x

, ,
, , , ,� � � � � � �

�
�

� � �
� �

��
� � �

�

�

�

����

�

�

����
c

w x x t

x
22

2

1 2

2

2

, ,
, 	(10)

	�12 1 2 3 16

2

1 2

1

2 66

2

1 2

1 2

2x x t x c
w x x t

x
c

w x x t
x x

, ,
, , , ,� � � � � � �

�
�

� � �
� �

��
� � �

�

�

�

����

�

�

����
c

w x x t

x
26

2

1 2

2

2

, ,
. 	

При выводе формул (10) использованы физические и кинематические 
соотношения для анизотропной пластины Кирхгофа, в частности, для 
компонент тензора моментов [1]

	 M I c c c M I c c c11 11 11 16 12 12 22 22 21 11 26 12 22 222 2� � �� � � � �� �� � � � � �, , 	

	 M M I c c c12 21 16 11 66 12 26 222� � � �� �� � � 	

и тензора изменения кривизны

	 � � � �11

2

1

2 22

2

2

2 12 21

2

1 2

� �
�

�
� �

�

�
� � �

�
� �

w
x

w
x

w
x x

, ,  .	

Обратный закон Гука с учетом рассматриваемого случая анизотропии 
имеет вид

	 � � � �11 1 2 11 11 1 2 12 22 1 2 16 12 1 2x x t d x x t d x x t d x x t, , , , , , , ,� � � � � � � � � �� �, 	

	 � � � �22 1 2 12 11 1 2 22 22 1 2 26 12 1 2x x t d x x t d x x t d x x t, , , , , , , ,� � � � � � � � � �� �, 	 (11)

	 � � � �12 1 2 16 11 1 2 26 22 1 2 66 12 1 2x x t d x x t d x x t d x x t, , , , , , , ,� � � � � � � � � �� �, 	

где dij  — упругие податливости.
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Соотношения (8), (10) и (11) позволяют исследовать нестационарное 
напряжённо-деформированное состояние неограниченной тонкой упругой 
композитной пластины под воздействием распределённого по прямоуголь-
ной площадке давления с переменными во времени амплитудой и грани-
цами. Они справедливы как для анизотропных, так и для ортотропных, 
трансверсально-изотропных или изотропных пластин при соответствую-
щих значениях упругих постоянных материала.

Пример расчётов

В качестве примера исследуем напряжённо-деформированное состо-
яние полимерной композитной пластины толщиной h = 8 мм, плотностью 
� �1500 кг/м3 с симметричной относительно срединной плоскости 
схемой армирования и приведёнными для пакета техническими по-
стоянными (модули упругости 1-го и 2-го рода, Па): E1

10
8 029 10� �, ,  

E2
10

3 226 10� �, ,  E3
9

8 43 10� �, ,  G12
10

1 656 10� �, ,  G23
10

1 656 10� �, ,  
G31

10
1 656 10� �, ,  �12 0 176� , ,  �23 0 176� , ,  �13 0 176� , .

Значения упругих постоянных cij  (Па) и упругих податливостей 
dij  ( П а – 1)  с л е д у ю щ и е :  c11

10
8 168 10� �, ,  c12

9
6 091 10� �, ,  c16 0= ,  

c22
10

3 298 10� �, ,  c26 0= ,  c66
10

1 656 10� �, ,  d11
11

1 245 10� � �
, ,  

d12
12

2 192 10� � � �
, ,  d16 0= ,  d22

11
3 1 10� � �
, ,  d26 0= ,  d66

11
6 039 10� � �
, .

На пластину воздействует нестационарная нагрузка p x x t1 2, ,� �  
вида (6), где

	 P t t e f t g t tt� � � � � � � � � � � � ��
90 000 90 0 30

90
sin , , , 	

	 a = 0 01, м, b = 0 02, м,	

имитирующая удар по касательной к пластине.
При расчётах в соотношениях (5) и (8) принимали Q N= =10 125, , 

p m n= = =20 20 10, , .   Выбор значений параметров обусловлен анализом 
сходимости по норме Чебышёва:

	 G x G x1 2 2 20 0 01 0 0 01, , , , , ,� � � � � � 	

	 � � � � � � � �
� � �

�
max , , . , , . ,
3 3

1 2 2 2

4

2

0 0 01 0 0 01
x

G x G x 0,321 10 	

где функция Грина G x1 20 0 01, , ,� �  построена при Q N= =102 1275,  , а 
функция G x2 20 0 01, , ,� �  — при Q N= =10 125,  ;

	 w x w x1 2 2 20 0 01 0 0 01, , , , , ,� � � � � � 	
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	 � � � � � � � �
� � �

�
max , , , , , , ,,
3 3

1 2 2 2

6

2

0 0 01 0 0 01 1 037 10
x

w x w x 	

где функция прогиба w x1 20 0 01, , ,� �  построена при p m n= = =20 20 10, , ,   
Q N= =10 125, ,  а функция w x2 20 0 01, , ,� � — при p m n= = =15 15 10, ,  , 
Q N= =10 125,  .

На рис. 2 представлена зависимость амплитуды нагрузки от времени 
и от координаты в фиксированные моменты времени соответственно, а 
на рис. 3 — прогиб пластины в момент времени 0,01 с и прогибы пласти-
ны в плоскости Ox x2 3  в моменты времени 0,01, 0,02 и 0,03 с.

Из данных рис. 3—б видно, что смещение давления вдоль оси x2  при-
водит к смещению максимального прогиба пластины вдоль оси x2 . При 
этом локальные максимумы прогиба за нагрузкой (отрицательное направ-
ление оси x2 ) гораздо меньше, чем перед нагрузкой (положительное 
направление оси x2 ). На рис. 2—б и рис. 3—б заметно запаздывание 
прогиба пластины по отношению к действующей нагрузке как по вели-
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Рис. 2. Нестационарная нагрузка.
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Рис. 3. Нестационарный прогиб пластины.
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чине максимального прогиба, так и по его координате, что обусловлено 
влиянием сил инерции. 

На рис. 4 представлены пространственные распределения напряжений 
� � �11 22 12, ,   и деформаций � � �11 22 12, ,   в верхних волокнах композит-
ной пластины в момент времени 0,01 с. Данные рисунка иллюстрируют 
существенную неоднородность напряжённого и деформированного со-
стояния по координатам, которая характеризуется двумя плоскостями 
симметрии, что согласуется с моделью ортотропной среды.

Выводы

В работе получены новые численно-аналитические решения дина-
мической задачи теории упругости для анизотропной композитной пла-
стины при воздействии на неё нестационарной подвижной нагрузки, в 
частности, с подвижным “пятном нагрузки”, моделирующим задачу удара 
по касательной к пластине с использованием новых фундаментальных 
решений для динамических функций Грина. С применением функции 
Грина построены пространственно-временные зависимости нормальных 
перемещений и исследовано нестационарное напряжённо-деформиро-
ванное состояние анизотропной композитной неограниченной пластины 
Кирхгофа.
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Рис. 4. Распределение напряжений и деформаций в верхних волокнах пластины 
при t = 0,01 с.
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Представленный в работе подход демонстрирует возможности для 
выработки инженерных рекомендаций при решении прикладных задач, 
связанных с исследованием нестационарных перемещений, а также для 
анализа напряжённо-деформированного состояния композитных пластин.

Новизна работы заключается в нахождении новой функции Грина для 
анизотропной композитной пластины, а также в получении нового реше-
ния нестационарной задачи о воздействии на пластину распределенного 
давления с изменяющимся во времени “пятном нагрузки”. Кроме того, 
применение найденной функции Грина возможно при решении широ-
кого круга нестационарных задач для анизотропных пластин, например 
нестационарных контактных и обратных задач, а также исследования 
напряжённо-деформированного состояния анизотропных пластин ко-
нечных размеров, например, с применением метода компенсирующих 
нагрузок [38].

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда 
(проект № 20-19-00217).
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